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Résumé. — Colmez, Dospinescu et Niziot démontrent que les seules représentations p-adiques
de Gal(Q,/Qp) qui apparaissent dans la cohomologie étale p-adique de la tour de revétements du
demi-plan de Drinfeld sont les représentations cuspidales (i.e. potentiellement semi-stables, dont
la représentation de Weil-Deligne associée est irréductible) de dimension 2, & poids de Hodge-
Tate 0 et 1 et que leur multiplicité est donnée par la correspondance de Langlands p-adique.
Nous étendons ce résultat en poids quelconque, en considérant la cohomologie étale p-adique a
coefficients dans les puissances symétriques du systéme local universel sur la tour de Drinfeld. Une
différence notable est que toutes les représentations potentiellement semi-stables de dimension 2
non cristabélines, pas seulement les cuspidales, apparaissent avec les multiplicités attendues. Le
point clé est que les systéemes locaux que ’on considére sont particulierement simples : ce sont
des <« opers isotriviaux > sur une courbe. Nous donnons une recette pour calculer la cohomologie
proétale de tels systemes locaux a partir de la cohomologie de Hyodo-Kato de la courbe et du
complexe de de Rham du fibré plat filtré associé au systéme local.

Abstract. — Colmez, Dospinescu and Niziol have shown that the only p-adic representations
of Gal(Qp/Q,) appearing in the p-adic étale cohomology of the coverings of Drinfeld’s half-plane
are the 2-dimensional cuspidal representations (i.e. potentially semi-stable, whose associated Weil-
Deligne representation is irreducible) with Hodge-Tate weights 0 and 1 and their multiplicities
are given by the p-adic Langlands correspondence. We generalise this result to arbitrary weights,
by considering the p-adic étale cohomology with coefficients in the symmetric powers of the uni-
versal local system on Drinfeld’s tower. A novelty is the appearance of potentially semistable
2-dimensional non-cristabelian representations, with expected multiplicity. The key point is that
the local systems we consider turn out to be particularly simple: they are “isotrivial opers” on
a curve. We develop a recipe to compute the proétale cohomology of such a local system using
the Hyodo-Kato cohomology of the curve and the de Rham complex of the flat filtered bundle
associated to the local system.
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1. Introduction

Soit p un nombre premier, soient %, = Gal(Q,/Qp) le groupe de Galois absolu de Q,,
"0, C %, le groupe de Weil, #%g, le groupe de Weil-Deligne et G := GL2(Q)). Soit L une
extension finie de Q,, que 'on suppose assez grand et qui sera notre corps des coefficients ;
on parle d’une L-représentation pour désigner une représentation sur un L-espace vectoriel. La
correspondance de Langlands locale p-adique fait correspondre les L-représentations continues
de dimension 2 de ¥, et les L-représentations Banachiques de G. Cet article est consacré
a la poursuite du programme de géométrisation de cette correspondance, initié par Colmez,
Dospinescu et Niziol dans [17], sur le modele de la correspondance classique. Plus précisément,
on étend les résultats de [17] aux représentations de de Rham de poids quelconque en utilisant
des coefficients non triviaux.

1.1. Les revétements du demi-plan de Drinfeld et son systéme local

On note C le complété d’une cloture algébrique de Qp, @p le complété de 'extension maximale
non ramifiée de Q, et Zp son anneau des entiers.

Soit D l'algebre de quaternion non scindée sur Q,, i.e. l'unique corps gauche tel que
invg,D = % On note Op C D l'unique ordre maximal de D, wp € Op une uniformisante et

G := D* le groupe des éléments inversibles de D.
Le demi-plan p-adique de Drinfeld est défini comme

Ho, = P}@p \PY(Q@p).

Cet espace admet naturellement une structure d’espace analytique rigide sur @, et une action
de G par homographie, compatible avec cette structure. Le théoréeme de représentabilité de
Drinfeld (¢f. [29]) donne une interprétation modulaire de cet espace. Plus précisément, il définit
un espace formel .#Zp, sur Zp a partir d’'un probleme de modules de quasi-isogénies de certains
Op-modules formels, les Op-modules formels spéciauz. On note 1\710 = 1\7[@}7 ®@p C ou M@p est
la fibre générique de .#p,. D’apres le théoréeme de Drinfeld, les composantes connexes de Mc
s’identifient alors a He¢ = Hg, ®q, C'; plus précisément, 1\710 = He X Z en décomposant suivant
la hauteur de la quasi-isogénie du probleme de modules.

Le probleme de modules fournit alors un Op-module formel spécial universel sur .#p, dont
le module de Tate définit un Z,-systeme local étale de rang 4 sur Me que l'on note VBr.
Pour n > 1 un entier, on définit M’é, le n-ieme étage de la tour de Drinfeld qui trivialise le
systeme local de torsion Vﬁr Jw?,. Cest un revétement galoisien de MY, := M de groupe de
Galois O /(1 +w@}Op) et donc en particulier ¢’est un C-espace analytique rigide qui est Stein.
On note 1\7[8? le systéme projectif non complété des N/[g L’espace 1\7[?; est muni d’une action de
#q, compatible avec son action sur C'; il est donc muni d'une action de #g, X G' x G. De plus,
les fleches de transition Mg“ — Mg sont équivariantes sous 'action de ces trois groupes.

On a un morphisme v: #g, x G x G — Q, donné par rec ® det™! @ nrd ol det est le
déterminant de G, nrd la norme réduite de G et rec: Yo, — Q; le morphisme de réciprocité
donné par le quotient #g, — WQ?‘:? et I'isomorphisme du corps de classe V/(Q?b =~ Q, normalisé
de sorte que le frobenius arithmétique soit envoyé sur p. Rappelons que I’ensemble prodiscret
0 (MOCO) = gnn 7r0(1\7[’é) des composantes connexes de la tour est un espace homogene principal

sous l'action de Q et que I'action de #g, X G X G sur ces composantes connexes est donnée

par v (cf. le numéro [7.3.2)).
Pour H® une théorie cohomologique (i.e. contravariante) raisonnable, en particulier celle de

de Rham ou de Hyodo-Kato, on pose
(M) = lin H* (V7).

MDans ce texte, ceci signifiera que L contient toutes les extensions quadratiques de Q.
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En inversant p, on définit un Q,-systeme local étale sur M et ses revétements, par Vp, =
VBr ®z, Qp. Ce systeme local est #, x G x G-équivariant. Le systeme local qui nous intéresse
est la Q)-algebre symétrique associée a ce systeme local, soit

Sym Vp, := @ Sym@p Vor.
k>0

Notons qu’il admet un réseau SymVJﬁ]r défini de facon similaire, mais qui n’est pas stable
sous l'action de G et G. On définit finalement V, puis sa L-algebre symétrique SymV, en
appliquant L ®q, - & Vp, puis en tordant par un L-caractere lisse approprié pour rendre Iaction
de p € G triviale. Ces systémes locaux ont naturellement des réseaux que 1’on note V* et Sym V+
respectivement. On peut alors définir la cohomologie (pro)étale de Sym V, qui est naturellement
un L-espace vectoriel muni d’une action de #g, X G X G.

1.2. Cohomologie étale du systéme local p-adique et correspondance de Langlands
p-adique

1.2.1. Représentations de de Rham et objets associés. — Rappelons que 'on note L notre
corps des coefficients, qui est une extension finie de QQ,. On suppose que L est assez gros, en
particulier, qu’il contient I'extension quadratique non-ramifiée de @, et on fixe une injection
D < My(L) donnant G < GLg(L). On définit

P ={(M\,A2) € N? | Ay > Ay >0},

que ’on appelle, dans notre contexte, I’ensemble des poids réguliers positifs. Ale P, on associe
Al = A1+ X2 € Net w(A) = A2 — A1 € N. Si V est une L-représentation de de Rham de ¢,
de dimension 2, dont les poids de Hodge-Tate A1 et Ay sont tels que A = (A1, A2) € Py, on dit
simplement que V est a poids A et on lui associe les objets suivants :

e Un L-(p, N,%p,) module de rang 2 sur L ®q, Q,, défini par

. %
Dpst(v) = hﬂ (V ®Qp Bst) K
[K:Qp]<oo

e Une L-représentation WD(V) := WD(Dy(V)[1]) de #%g, obtenue par la recette de Fon-
taine (cf. [33]), ou [k] signifie que 1’'on multiplie I’action du frobenius ¢ par p*.

e Une L-représentation localement algébrique irréductible LL#8(V') de G' définie de la facon sui-
vante : par la correspondance de Langlands locale, on associe & WD(V') une L-représentation
lisse (de dimension infinie) de G notée LL*°(V') := LL(WD(V')) puis, a partir du poids A, on
pose

Wi = Sym? M @ det,  LLME(V) = LL®(V) @ W5,

ou Symlz est la puissance symétrique k-ieme de la L-représentation réguliere de G, i.e. celle
obtenue en faisant agir naturellement G sur L2

e Une L-représentation localement algébrique irréductible JL'¥8(V) de G définie de la facon
suivante : par la correspondance de Jacquet-Langlands locale, on associe a LL* (V') une L-
représentation lisse irréductible (de dimension finie) de G notée JL>®(V) := JL(LL>®(V))
puis, a partir du poids A, on pose

Wy = Sym? M @nrd™,  JLRE(V) = JL®(V) @, Wh,
ou Symlz est la puissance symétrique k-itme de la L-représentation réguliere de G, identifiée
a un sous-groupe de GLa(L).

e Une L-représentation unitaire continue II(V') de G' obtenue par la correspondance de Lan-
glands p-adique dont on note II(V)' le dual stéréotypique, i.e. le dual continue muni de la
topologie de la convergence uniforme sur les compacts.
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Notons que les représentations LL#8 (V) et JL!*8(V) ne dépendent que du L-(¢, N, “g, )-module
Dt (V) et du poids A. Un point fondamental est la relation entre TI(V') et LL!8(V) : les vecteurs
localement algébriques de TI(V) sont précisément LL™8(V), i.e.

(V)™ = LL™e(V).

On continue a supposer que V' est a poids réguliers positifs. On dit que :

o V est cuspidale st WD(V') est absolument irréductible ou, de maniere équivalente, si LL>°(V)
est cuspidale en tant que L-représentation lisse. Dans ce cas, N = 0 sur Dy (V), ce qui
signifie que V est potentiellement cristalline,

e V est exceptionnelle st WD(V') = x1 @ x2 olt x1, x2: #g, — L™ sont deux caracteres tels que
Xixs ' = \rec\;ﬂ ou, de maniere équivalente, LL**(V') est le tordue par un caractere lisse de
I'unique extension de la L-représentation triviale de G par la L-représentation de Steinberg
lisse de G. Dans ce cas, N = 0 sur Dpg(V'), V est cristalline et JL°°(V') est un caractere lisse,

o V est spéciale si V est exceptionnel ou bien si N # 0 (ce qui signifie que N est d’ordre maximal
puisque Dy (V) est de rang 2). De maniere équivalente, V' est spéciale non exceptionnelle si
LL*(V) est le tordue par un caractere lisse de la L-représentation de Steinberg lisse de G
et dans ce cas, V est semi-stable & torsion pres, non cristabéline et JL°°(V') est un caractere
lisse : ces dernieres propriétés impliquent elles aussi que V' est spéciale.

Notons que si V est cuspidale ou spéciale, alors V est absolument irréductible sauf si V est
spéciale et w(A) =1 .

1.2.2. Résultat principal. — On peut maintenant énoncer le résultat principal :
Théoréme 1.1. — Soit V une L-représentation absolument irréductible de %g, de dimen-
sion = 2.

1. Si'V est de dimension 2 et spéciale ou cuspidale alors, en tant que L-représentation de G x G,
on a un isomorphisme topologique

Hom%p(va HL(ME; Sym V(1)) 2 II(V) @, JLRE(V).
2. Dans tous les autres cas

Homy, (V, HY (M ; Sym V(1)) = 0.

Remarque 1.2. —

e On définit Hét(l\v/[z? ; Sym V(l)) = Pren hﬂn Hét( V ¥ Sym% V(l)) plutét que la cohomologie
étale prise directement dans Sym V(1). De plus, on se restreint ici aux poids positifs mais en
considérant hﬂm H;t(MOCo ; Sym V(1 — m))7 on pourrait supprimer cette hypothese.

e Pour Sym? V(1) 2 Q,(1) (i.e pour des coefficients constants) ce résultat a été démontré dans
[17]. Le théoreme répond a la question posée dans [17, Remarque 0.3(ii)] ; une différence
importante est ce qui se passe en niveau 0 ot ’on voit apparaitre des représentations spéciales
irréductibles au lieu de caracteres. Le traitement de ce cas utilise des techniques dérivées
comme on l'explique au paragraphe

e On retrouve le fait frappant de [17, Remarque 0.3(i)] que la cohomologie étale du systéme
local Hét(MOCO ; Sym V(l)) est de Hodge-Tate avec les poids attendus, comme si M¢¥ était une
courbe algébrique.

e En suivant [19], il est probablement possible de déterminer la structure complete du WD, X
G x G-module Hét(l\v/[(%f ; Sym V(1)) sous la forme d’une décomposition factorisée & la Emerton

P
(¢f. [31]). Nous espérons y revenir dans un travail ultérieur.
La structure de la preuve est similaire a celle de [17] sauf dans le cas spécial (cf. la sec-

tion [12]) ; une différence essentielle est que I'on doit remplacer les théorémes de comparaison
pour les coefficients triviaux par des théoréemes de comparaison pour les systemes locaux (nos
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systemes locaux sont tres particuliers, ce qui nous permet de nous rattacher au cas des coeffi-
cients triviaux plutét que de prouver un théoreme de comparaison a partir de zéro). Les étapes
sont les suivantes :

e La fleche naturelle Hét(l\u/[%" ; SymV(1)) < Hrl)ét(l\u/[%O ; Sym V(1)) identifie la cohomologie étale
au sous-espace des vecteurs G-bornés; en particulier, cette fleche est injective. Symbolique-
ment, on écrira

(L1) HA(MZ : Sym V(1)) & Hig (Mg ; Sym V(1) ™.

L’argument est tres similaire & celui pour les coefficients triviaux (cf. [17, Proposition 2.12]),
sur lequel il repose, mais une petite différence est que Hét(l\u/[g?, Sym V*(l)) contient de la
torsion.

e On a une décomposition du L-systeme local

(1.2) SymV = EB Vy @r W,
AepP+
obtenue a partir de la combinatoire des foncteurs de Schur. Dans cette décomposition, les
Vy sont des L-systémes locaux G-équivariants sur lesquels G opére trivialement. On obtient
donc une décomposition similaire de la cohomologie proétale.

e Les L-systemes locaux V) sont des opers p-adiques isotriviaur, ce qui permet de décrire leur
cohomologie proétale en termes de formes différentielles et de la relier aux cohomologies de
de Rham et de Hyodo-Kato de 'espace. Ce diagramme fondamental reliant les différentes
cohomologies sera décrit plus en détail dans la section de l'introduction.

Le premier point nous ramene a calculer HomWQp(V, H%)ét(MoCo ; Sym V(l))) dont on considere
ensuite les vecteurs G-bornés pour obtenir le premier point du théoreme Le calcul de
cette multiplicité dans la cohomologie proétale est extrémement différent dans le cas spécial
et cuspidal. Pour le second point du théoreme on suit 'argument de [19, Théoreéme 5.10]
qui est un peu moins technique que la preuve de [17, Théoreme 2.15]. Cet argument repose
sur une variante du théoreme [1.1 ou on calcule une multiplicité G-équivariante plutot que
galoisienne (théoréme ci-dessous). De plus, ce théoreme est une étape essentielle dans le
calcul de la multiplicité d’une représentation spéciale dans la cohomologie proétale. Si Il est une
L-représentation unitaire de Banach de G' de longueur finie, on note V(II) la représentation de
%0, qui lui est associée par le foncteur V de Colmez (cf. [13]). Supposons que II est telle que
ses vecteurs localement algébriques s’écrivent

Hlalg ~ T R HOO,
ou W est une L-représentation algébrique de G et 1I* une L-représentation lisse de G, alors on
dit que
o II est cuspidale (ou cuspidale) si II°° n’est pas nul et cuspidale; ceci est équivalent & ce que
V(II) soit cuspidale,
o II est exceptionnelle si II°° est I'unique extension d’un caractere lisse par la représentation
de Steinberg lisse tordue parce caractere,

o II est spéciale si II si II est exceptionnelle ou bien si II*° est la représentation de Steinberg
lisse tordue par un caractere lisse.

En particulier, si IT est spéciale ou cuspidale, alors IT'®8 £ 0 et donc V(II) est de Rham & poids
de Hodge-Tate distincts.

Théoréme 1.3. — Soit Il une L-représentation de Banach unitaire admissible absolument
irréductible de G.

1. Si Il est spéciale ou cuspidale, on a un isomorphisme de L-représentations de #f, X G,
Homg(I', HL(ME ; Sym V(1)) = V(II) @, JLE(V(1D)).
2. Dans tous les autres cas,

Homg(I', H(MF ; Sym V(1)) = 0.
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Le calcul dans le cas cuspidal est a peu de choses pres le méme que celui de [17]. Premiérement,
la cohomologie de Hyodo-Kato de la tour est décrite dans [I7]. A partir de [28], on utilise un
argument de changement de poids expliqué dans [15] pour obtenir la conjecture de Breuil-
Strauch en poids supérieurs, ce qui permet de décrire le complexe de de Rham associé a V) en
tant que représentation de G x G. Le calcul se fait ensuite & partir du diagramme fondamental.

1.2.3. Le cas spécial. — Le calcul dans le cas spécial est tres différent.

Tout d’abord, on utilise le résultat de la these de Schraen (¢f. [50]) pour obtenir la multiplicité
dérivée du dual des vecteurs localement analytiques d’une représentation de la forme II(V),
pour V' une représentation spéciale, dans le complexe de de Rham. Définissons cette catégorie
dérivée. On note Z(G, L) 'anneau des distributions localement analytiques sur G a coefficients
dans L et on considere la catégorie dérivée des (G, L)-modules & caractere central fixé; on
note alors Hom les homorphismes dans cette catégorie dérivée.

Pour IT une L-représentation de G on note IT"*" la sous-représentation des vecteurs localement
analytiques et (IT'®")’ son dual stéréotypique, qui est un 2(G, L)-module. On note (I1'#")’[—1]
I’objet de cette catégorie dérivée concentré en degrée 1 et on note RFdR(M%O; SymV(l)) le
complexe de de Rham de la tour de Drinfeld associé au systeme local ; ce complexe définit un
élément de la catégorie dérivée en question. La version du résultat de Schraen que 'on démontre
est la suivante.

Proposition 1.4. — Soit V' une L-représentation spéciale de 9g,. Alors, on a un isomor-
phisme de (@, N)-modules filtrés munis d’une action de W %g, % G

Hom ((IL(V)"*)/[~1], RT4r(M& ; SymV(1))) = Dpet (V) @1 JLE(V).

Remarque 1.5. — e La structure de (¢, N)-module filtré sur I'entrelacement dérivé provient
du complexe de de Rham. L’isomorphisme de Hyodo-Kato munit le complexe de de Rham
d’une structure de (¢, N)-module filtré (dérivé) et la filtration est la filtration de de Rham.

e L’action de G apparait ici naturellement contrairement & [50]. Par ailleurs, la partie algébrique
provient du systeme local, et considérer la tour 1\7129 plutot que le demi-plan permet d’obtenir
les torsions par les caracteres lisses de G.

e En réalité, ce ne sont pas vraiment les vecteurs localement analytiques de II(V) qui ap-
paraissent dans les calculs de Schraen, mais une représentation plus petite. Lorsque V est
spéciale, TI(V)1" a 4 composantes de Jordan-Holder. Schraen considere une L-représentation
de G faisant intervenir 3 de ces 4 composantes et on montre que la derniére composante (une
série principale localement analytique) n’intervient pas dans la cohomologie, ce qui permet
d’adapter le résultat comme déja annoncé dans [50, Remarque 5.5].

On utilise le théoréeme de comparaison proétale-syntomique a coeflicients isotriviaux pour se
ramener a un calcul syntomique (le complexe syntomique est construit a partir du complexe
de Hyodo-Kato et du complexe de de Rham par une version dérivée de la recette de Fontaine
(¢f. [21]) pour construire une représentation galoisienne & partir d'un (¢, N)-module filtré). On
déduit de la proposition [I.4] le résultat suivant :

Théoréme 1.6. — Soit V' une L-représentation spéciale de %g,, on a un isomorphisme de
L-représentations de #g, x G

Hom ((H(V)lan)/[_l] , Rrpét(M%O ; SymV(l))) ~V QL JLlaIg(V),

Enfin, en considérant les vecteurs G-bornés et en invoquant (|1.1)), on obtient le théoréme sui-
vant, ot Hom est cette fois considéré dans la catégorie dérivée des L|G]|-modules topologiques
a caractere central fixé :

Théoréme 1.7. — Soit V une L-représentation spéciale de 9g,, on a un isomorphisme de
L-représentations de #g, X G

Hom (II(V)'[—1], RIx(M& ; Sym V(1)) = V @, JLE(V).
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Remarque 1.8. — o Siw(\) #1,0n a
HD (M ; Va(1)) =0,

pét
et dans ce cas le premier point du théoreme [1.3| est équivalent au théoréme
e Si w(\) = 1, ce qui correspond au cas des coefficients triviaux (& torsion preés par un ca-
ractere), le théoreme est un analogue d’'un résultat de Dat (cf. [24]) selon lequel les
représentations réductibles sont encodées dans le complexe et non dans un seul groupe de
cohomologie. On obtient donc un renforcement de [17] puisque les méthodes dérivées font
sortir des représentations réductibles de la bonne dimension au lieu des caracteres.

1.3. Opers p-adiques isotriviaux sur les courbes Stein

Discutons maintenant de la premiere partie de cet article, qui concerne la cohomologie de
certains systemes locaux p-adiques sur les courbes Stein sur K ; < Stein sur K > signifie <« rigide
Stein lisse sur K >. On se restreint a une classe tres restrictive de systemes locaux dont on sait
définir une cohomologie de Hyodo-Kato et donc une cohomologie syntomique qui se compare a
la cohomologie proétale du systeme local.

Soit O un anneau a valuation discrete complet de caractéristique mixte. On note K son
corps des fractions, k := Og /mg son corps résiduel que I'on suppose parfait et Ky C K la sous-
extension maximale non-ramifiée. On note B;fR I’anneau des périodes de de Rham et Bggr =
Frac(B:fR) son corps des fractions. C’est un anneau filtré muni d’une action de 4p,. La filtration
est donnée par une uniformisante t € FilleR qui est définie & partir de € = (1, (p, (2, ... ), une
suite compatible de racines p"-iémes de I'unité, par t = log([¢]). De méme, B, désigne I’anneau
des périodes cristallines : il est muni d’un frobenius ¢ et d'une action de 4p,. On a Bl = B [u]
et on étend le frobenius par ¢(u) = pu et on définit la monodromie par N(u) = —1. On définit
le morphisme ¢: B}, — BIR par u — u, = log([p°]/p) et ce plongement munit B, d’une action
de 9p,. Ces anneaux admettent des versions faisceautiques pour la topologie proétale qui sont
définies dans [48] et que l'on utilisera librement dans ce texte.

1.3.1. Systémes locaux isotriviaur. — Soit X un schéma formel semi-stable sur Ok, on note
Xk lespace rigide associé que 'on suppose lisse sur K et X la fibre spéciale de X. Soit V
un Q,-systeme local proétale de Rham sur Xg. D’apres Scholze et Brinon (cf. [48] et [9]), on
associe a V un fibré plat filtré £ = (£, V,Fil®) (cf. définition .

On note B, := B, x, le faisceau proétale des périodes cristallines sur X (cf. [53]). On dit
que V est isotrivial cristallin s’il existe un isocristal D sur k et un isomorphisme @-équivariant,
de faisceaux proétales sur X,

V®q, Ber = D Qk, Ber

Dans ce cas, £ = D ®k, Ox, et donc les seules données qui varient sont la filtration et la
connexion sur £. Sous l'isomorphisme & = D ®g, Ox,, si la connexion prend la forme V =
id ® d, on dit que le systéme local est fortement isotrivial. L’intérét est que les systemes locaux
universels sur les espaces de Rapoport-Zink sont fortement isotriviaux : ¢’est une réinterprétation
d’un théoreme de Rapoport et Zink (cf. [45 Proposition 5.15]). En particulier, ce sont ces
exemples qui ont motivé notre définition d’isotrivial. On démontre que les systemes locaux
isotriviaux forment une catégorie Tannakienne pour le foncteur fibre V ~» D, ce qui permet de
considérer des produits tensoriels et des foncteurs de Schur de systemes locaux isotriviaux.

Pour associer une suite exacte fondamentale a V, on définit le faisceau proétale

Xcr(D) = (D ®K0 IBgcr)%}:la

que 'on peut voir comme un espace de Banach-Colmez relatif. Pour la partie de Rham, on
a le faisceau des périodes Bgr et on a déja mentionné la construction de Scholze et Brinon
Vs € =(€,V,Fil*). A partir de la, on peut définir le faisceau proétale

Xar(€) == D ®k, Bar,

qui est muni d’une filtration introduite par celle de £ et que I'on peut définir a partir de OBgg,
le gros faisceau des périodes. On a une inclusion X (D) — Xgr (€, V, Fil®).
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Proposition 1.9. — Soit V un systéeme local étale p-adique fortement isotrivial sur Xg. Soit
D le p-module sur Ky associé a V et (€,V,Fil®) le fibré plat filtré associé a V. Alors, on a une
suite exacte de faisceaux proétales sur X g

0=V = X (D) = Xqr(€)/Fil° — 0.

1.3.2. Cohomologie syntomique géométrique. — On garde les notations précédentes et on sup-
pose que X g est Stein sur K. On considere V un systeme local proétale fortement isotrivial sur
Xk a poids de Hodge-Tate positif d’isocristal associé D et de fibré plat filtré (€, V, Fil®).
Dans tous les cas on peut définir un complexe de de Rham RFdR(X K 8) qui est naturellement
filtré, puis l'isotrivialité forte donne un isomorphisme

RFdR(XK; 5) = RFdR(XK) QK, D.

Prenons garde que cet isomorphisme n’est pas filtré. Le compleze de Hyodo-Kato, défini comme le
complexe de cohomologie rationnelle log-cristallin Rk (Xx) = Rl (X% / O(}(O)®O o KO ol O(}(O
est le log-schéma formel Spf(Og,) muni de la structure logarithmique induite par N — Ogq,,
1 — 0. Le complexe RI'yg(Xg) est muni d’un frobenius, d’un opérateur de monodromie et
comme la notation le suggere, ne dépend pas du modele X (cf. [22]). On peut définir le compleze
de Hyodo-Kato isotrivial

RInk(Xk ; D) = RIuk(Xk) ®k, D,

muni du frobenius produit et de 'opérateur de monodromie provenant de RIyk(Xx). On
récupere gratuitement un isomorphisme de Hyodo-Kato isotrivial a partir de I'isomorphisme

de Hyodo-Kato usuel (cf. , i.e.
RFHK(XK 3 D) ®K0 K= RFdR(XK 3 5)

A partir de 14, on est en mesure de définir un complexe syntomique en suivant [I8] comme la
fibre

~R 541 V=0=1 @i ~R .
Rl V) = | (RO D)ERBE] 7 5% (REn(X: €)fB) /rir |
Cette cohomologie s’inscrit naturellement dans un diagramme, que l'on décrira dans un cas
particulier au paragraphe suivant : on peut la comparer a la cohomologie proétale du systeme
local, ce qui donne une méthode pour la calculer. Le théoreme de comparaison que 1’on obtient
est le suivant :

Théoréme 1.10. — Supposons que X soit Stein. Soit ¢ > 0 un entier. 1l existe, dan
2(Cq,) un morphisme

oy (i) s Rgm(Xe; V(i) = RIpe( Xe s V(i),

qui est un quasi-isomorphisme strict apres troncation par 7<;. En particulier, on a des isomor-
phismes topologiques

Hiyo(Xe; V(i) = H] (X ; V(i)

syn

pour tout entier j tel que 0 < 7 < 4.

On déduit ce résultat des théoremes de Bosco (cf. [4] et [5]). Remarquons que, contrairement
a [18], on ne définit pas la cohomologie syntomique de maniére surconvergente; celle-ci est
cachée dans ce que comme X est Stein, RI'yx (X ) s’identifie & la cohomologie rationnelle
surconvergente rigide de Xy (cf. lemme .

@ Ceci signifie que les sauts de la filtration sont en degrés négatifs.
)On note Ck la catégorie des espaces vectoriels topologiques localement convexes sur K et & (Ck) la co-catégorie
associée.



COHOMOLOGIE DE LA TOUR DE DRINFELD 11

1.3.3. Le diagramme fondamental pour les opers. — On suppose maintenant que X est une
courbe Stein géométriquement connexe. On note

Dk =D®k, K, U =E®09", By=BR/t" k>0

Notons &) le fibré plat filtré associé au systeme local V) apparaissant dans la décomposition .
Schneider-Stuhler (cf. [46] 5]) calculent les connexions induites sur les gradués de £, et montrent
que ce sont des isomorphismes sur les gradués intermédiaires. Cette condition apparait dans la
littérature sous le nom d’oper, formalisée par Beilinson-Drinfeld (cf. [2]), fondamentale dans
la correspondance de Langlands géométrique : les opers permettent par exemple de décrire le
centre de ’algebre enveloppante universelle d’une algebre de Kac-Moody.

D’apres Beilinson-Drinfeld, si (€, V, Fil®) est un oper de poids (a, b) (ces entiers correspondent
aux sauts extrémaux de la filtration) on lui associe un couple de fibrés en droites, muni d’un
opérateur différentiel d’ordre b —a + 1, soi(GrbE , GraQé, Ly) ; alors, si on définit

RTop( Xk ; €) = (Gro€ 2% Gr,Q}),

muni de la filtration induite, on a un quasi-isomorphisme filtré RFop(X K 5) = RFdR(X Kx; & )
Pour &) ce complexe est introduit dans [46, 5] sous le nom de complexe de de Rham réduit et
Schneider-Stuhler démontrent le quasi-isomorphisme filtré dans ce cas.

Si (€, V,Fil*), associé a un systeme local V, est un oper on dit simplement que V est un
Qp-oper. Dans cette situation, on obtient la proposition suivante :

Proposition 1.11. — Soit V un Q,-oper de poids (a,b) fortement isotrivial d’isocristal as-
soci€é D et de fibré associé € = (€, V,Fil®*). Supposons que a > 0. Avec les mémes notations que
précédemment, on a une application naturelle entre suites exactes strictes :

t9X2 (D[a]) — Gr&(Xg)@xt*Byys — H((Xo; V(1)) —— t° XL (Hyx( X5 D)la]) — 0

pét

J | ! P

~ L ~ ~
Dy ®k taBbJrl — Grbg(XK)®KtaBb+1 = GraQé(XK)®KtaBb+1 — H(ljR(XK§ 5)®KtaBb+1 — 0
Ce diagramme est Y -équivariant et on a noté :
1 (gl ) 1 . P\A N=0,p=p'~¢
Xo (Hik(Xk 5 D)[a]) == (Hgx(Xk ; D)®k,Bd) :
Xex(Dla)) = (D ®x, BE)"™"
De plus, les fleches verticales sont strictes d’images fermées et

Ker(y) = 190 (Hly (X g ; D)@, BE) V092"

1—a

Remarque 1.12. — e Il n’est pas tout a fait clair comment obtenir un diagramme similaire
pour les espaces Stein de dimension supérieure par la méme méthode. De plus, on peut définir
des V pour GL,(Q)) avec n > 2, mais ce ne sont plus des opers si on recopie naivement la
définition au dela des courbes.

e Une différence avec le cas des coefficients triviaux est que les images de t* X (D[a]) et Dx ®
t*Bps1 par les fleches horizontales de gauche ne sont pas forcément les mémes. C’est cette
différence qui explique la différence du traitement du cas spécial.

1.4. La cohomologie proétale de ’espace de Drinfeld. — Pour finir cette introduction

on va présenter ce que donnent les calculs de la section précédente dans le cas de l'espace

de Drinfeld avant de discuter comment l'invariant £, qui encode la filtration, apparait dans

ce diagramme. Pour le diagramme, on commence par considérer pM&p un modele sur Q, du

quotient 1\71% /pZ de l'espace de Drinfeld; on note PMp = pM&p ®Q, C. On se restreint au
p

systeme local V) sur pM%p ou on a fixé A € P,. Comme évoqué plus haut, c’est un L-oper

W Gr; désigne ici le (—i)-ieme gradué. On a préféré cette convention pour éviter d’alourdir tous les indices avec
un signe — redondant.
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isotrivial de poids (A1, A2 — 1). On rappelle que l'on note &£, le fibré plat filtré associé a Vy,
Q) =&\ ®o Q%M(a et de plus
P

wy” =Gy, W (PMg,), O = Gry,—160(PMY)).

Ces notations sont motivées par 'idée que OF° et w(® sont respectivement les fonctions et
les formes différentielles rigides analytiques sur la tour mais ou l'action de G est tordue par
un facteur d’automorphie. Dans le cas spécial, a torsion par un caractere lisse pres, seule la
restriction de ces faisceaux a Hg, intervient. On note simplement

wy = Gry, M\ (Hg,), Ox:= Gry, 1Ex(Hg,).

~Y

De plus, 'isomorphisme de Morita s’écrit wy = (Stl)fm)/ ou Stl/\an est une Steinberg localement
analytique. On considere les vecteurs localement algébriques Stl/\alg — Stlj\”1 dont la surjection

duale correspond alors & la surjection sur la cohomologie de de Rham de &y, i.e.

(Sthm) — (St3'e)" = Hig(Hg, ; &)
1.4.1. Le diagramme fondamental pour l’espace de Drinfeld. — On fixe M un L-(¢, N, %, )-

module de rang 2 qui est spécial ou cuspidal. Au début du numéro on a défini LL!#8(V)
pour V' une représentation de ¥, mais cette construction ne dépend que des poids et du L-
(¢, N,%p,)-module M = Dyt (V)[1]; ainsi, on définit la L-représentation localement algébrique

de LL}/I de G par la méme recette. De méme, on a JLj;, la L-représentation lisse de G obtenue
par la correspondance de Jacquet-Langlands; on ne considere pas la représentation localement
algébrique puisque on a déja traité la partie algébrique a ’aide de (|1.2). On définit un foncteur

sur les L[G]-modules
X — X[M] = HomL[G-}(JLM, X)7
que Pon va appliquer au diagramme pour traiter la partie G-équivariante. De plus, on note
@ 0 el —A
MdR = (M ®Q2r C) Qp, Xslt(M[)\]_]) = (M ®Qgr B;)N 0,p=p 1.
Alors, Mg est un L-module libre de rang 2. Pour alléger le diagramme, on définit pour A € Py,

les espaces de Banach-Colmez

w(A)+1 w(\)—1

2 2__
B, = t“BIR/WBIR» U())\ — M (Bjr)“p =p 7 U}\ = M (B;rr)so =p

2__
Notons que les Ug et Ui sont naturellement des (Bé;)w =l Qp2-espaces vectoriels out Q2 est
Iextension quadratique non ramifiée de Q,.

Théoréme 1.13. — Soit A\ € Py et soit M un L-(¢,N,%g,)-module de rang 2 absolument
indécomposable. Quitte a tordre M par un caractére on peut supposer que

HE (M V(1)) [M] = Hig(PME 3 V(1)) [M].

pét pét
e Si M est cuspidal on a un diagramme commutatif o lignes exactes d’espaces de Fréchet

W, x G-equivariants

0 — Ba8q, OF[M] — HL(PME; Vi(1))[M] — M XL (M[M])SLLLY, — 0

0 — By&g, OF[M] —— By&q,w®[M] —— (By ®g, Mar)&,LLY, — 0

et les fleches verticales sont injectives.

e Si M est spécial, alors Hlljét(pM‘x’; Va(1))[M] = Hlljét(]l-]lc; V(1)) ® xum, ot xm est le ca-
ractere de Wo, x G défini par M et on a
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U8 ®q,, Wa — BaBg,0x — Hly(He: Vi(1)) — Ul8q,, (Sty®)" — 0

o T [

0 — By ®Qp Wy — BA®QPOA E— B,\@)@p(Stlfm)/ — BA@@p(StA )/ — 0

et les premiéres fléches, horizontale et verticale, sont injectives si et seulement si w(\) # 1.

De plus, dans les deux diagrammes, les fleches verticales sont d’images fermées.

1.4.2. L’invariant L. — A partir du L-(p, N, %, )-module M et d’une filtration sur Mgr on
peut reconstruire la représentation V par la recette de Fontaine. Comme on est en rang 2,
cette filtration est caractérisée par un poids (régulier) et une droite dans Mgr que 1'on appelle
Uinvariant £ galoisien. Coté automorphe, cet invariant n’apparait pas directement dans II(V)
mais dans TI(V)1" : cette représentation localement analytique est réductible et les extensions
entre les constituants de Jordan-Hoélder sont caractérisées par un parametre que 'on appelle
Vinvariant £ automorphe. On peut retrouver II(V) & partir de TI(V)!# en prenant son complété
unitaire universel.

Dans le cas cuspidal, TI(V)"" a deux constituants de Jordan-Hélder : le socle est constitué
des vecteurs localement algébriques, i.e. LL}; et le cosocle est le dual de O[M]. Lextension
entre ces deux composantes est paramétrée par I'invariant £ automorphe. Dans la ligne du bas
du premier diagramme du théoreme [1.13|on voit apparaitre le dual de ’extension universelle et
il s’agit de montrer que lorsqu’on fixe une droite £ C Myg, 'extension obtenue est exactement
celle de parametre L (cf. proposition .

Dans le cas spécial, IT(V)1" a quatre constituants de Jordan-Holder dont une série principale
qui ne joue aucun role. La représentation TI(V)!2" est completement déterminée par son invariant
L automorphe i.e. une droite de ’espace Exth(Wi‘ , Stl)f‘n) qui est de dimension 2. Dans le second
diagramme du théoréme[T.13]le dual de I’extension universelle apparait dans la fleche horizontale
du milieu i.e. deux copies du dual de Wy apparaissent dans le noyau de I’application

HL(He ; V(1)) = Br&g, (Sth™)".
Dans cette extension fournie par la cohomologie, il s’agit d’identifier I'invariant £ automorphe
a linvariant £ galoisien (cf. théoreme .

1.5. Plan de P’article

Cet article est constituée de deux parties faisant appel a des techniques indépendantes : la
premiere traite des systemes locaux isotriviaux sur les espaces rigides et leur cohomologie; la
seconde concerne le calcul de la cohomologie étale et proétale de la tour de Drinfeld & coefficients
dans le systeme local universel.

La premiere partie est constituée de cinq sections :

e la section 2. est consacrée a des rappels sur les systemes locaux étales p-adiques sur les espaces
rigides,

e dans la section 3. on définit les systémes locaux (fortement) isotriviaux et on montre la
proposition [1.9| puis on décrit ’exemple des groupes p-divisibles sur les espaces de Rapoport-
Zink,

e la section 4. est consacrée aux cohomologies de de Rham et de Hyodo-Kato isotriviales,

e dans la section 5. on définit la cohomologie syntomique et on démontre le diagramme fonda-
mental de la proposition [1.11

e dans la section 6. on démontre le théoreme de comparaison [1.10
La seconde partie est constituée de sept sections :
e dans la section 7. on fait quelques rappels sur la tour de Drinfeld et le systeme local universel,

e la section 8. est consacrée & des rappels sur les représentations de G et G : les représentations
algébriques, les représentations de Steinberg et la série spéciale localement analytique,
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e dans la section 9. on définit les cohomologies que 1'on va étudier et on les décompose en des
morceaux plus simples ; en particulier on relit les torsions par des caractéres aux composantes
connexes et on démontre la décomposition puis réinterprete les calculs de Schneider-
Stuhler pour établir, en partie, le théoreme [1.13

e on démontre I'isomorphisme dans la section 10.,

e dans la section 11., on démontre le cas cuspidal du théoreme |[1.13| avant de calculer la mul-
tiplicité des représentations cuspidales dans la cohomologie proétale du systeme local ; on en
déduit le cas cuspidal des premiers points des théoremes et

e dans la section 12., on démontre le cas spécial des premiers points théoremes et [I.3] en
suivant ce qu’on a expliqué dans le paragraphe [1.2.3]

e la section 13. est consacrée a la preuve du second point du théoreme ce qui complete sa
démonstration.
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PARTIE I. COHOMOLOGIE P-ADIQUE A COEFFICIENTS ISOTRIVIAUX

Soit Ox un anneau a valuation discrete, complet et de caractéristique mixte. On note my C
Ox son idéal maximal, k := Ok /mg son corps résiduel que ’on suppose parfait, K son corps des
fractions et 7 € my une uniformisante de K. On note de plus O, := W(k) I'anneau des vecteurs
de Witt de k. Son idéal maximal est engendré par p € O, et son corps résiduel est k. On note
K son corps des fractions qui est muni d’un automorphisme de Frobenius o: Ky — Kj. On
suppose que la valuation sur K est la valuation p-adique v,: K* — Q, normalisée par v,(p) = 1.

On note C' = K le complété d’une cléture algébrique de K, O¢ son anneau des entiers et m¢
son idéal maximal. Le corps résiduel kc = O¢/m¢ est algébriquement clos.

Soit X un schéma formel sur O, X I'espace rigide associé sur K et Xj la fibre spéciale de
X. Dans cette partie on suppose toujours que X est semi-stable et que X est lisse sur K. On
note X¢ := X ®g C l'extension des scalaires a C. De plus, X sera souvent une courbe Stein,
qui est le cas qui nous intéresse pour la suite.

On note Cg la catégorie des K-espaces vectoriels localement convexes, qui est une catégorie
semi-abélienne. Rappelons qu'un morphisme est dit strict s’il est relativement ouvert. On note
2(Ck) la oco-catégorie dérivée bornée a gauche associée, construite a partir de la catégorie
des complexes € (Ck), et on note D(Cg) la catégorie homotopique de Z(Cg). on renvoie a
[18, 2.1] pour plus de détails sur ces objets que l'on utilisera librement, faisons néanmoins

quelques rappels. Pour E®* = (- — E" Iy gl -++) € €(Ck), on définit les foncteurs de
troncations usuelles et bétes sur ¢ (Ck) par

TenE® = E"2 5 B Sker(d,) — 0 — - -
TonBE® = --- =0 — coim(d,_1) = E" — E""! — ...
ocnB* = > E" ' S E" 5050 ---
OsnE*=---—>50—=0—E"— E" ...

On dit que E*® est strict si ses différentiels, les d,,, sont strictes et on dit qu’un morphisme de
2(Ck) est un quasi-isomorphisme strict si son cone est strict et exacte. On définit la cohomo-
logie algébrique de E® comme la cohomologie usuelle H"(E®) dans la catégorie des K-espaces
vectoriels; elle sera munie de la topologie sous-quotient si nécessaire. On définit le complexe
H"(E®) == 7<pm>n(E®) = (coim(d,,—1) — ker(d,)). Précisons la catégorie d’arrivé de ce fonc-
teur (cf. [18, 2.1.1]). Les foncteurs de troncations (7<p,7sp) définissent une ¢-structure sur
D(Ck). Le coeur a gauche de cette t-structure sera noté LH(Cg) : tout objet de LH(Ck)
est représenté, a équivalence pres, par un monomorphisme f: E — F ou F est en degré 0.
On a un plongement naturel I: Cx — LH(Cg) donné par £ — (0 — E) et qui induit une
équivalence D(Cg) = D(LH(Cf)) compatible & la t-structure. Ces t-structures se relevent au
niveau des dg catégories dérivées ce qui promeut ’équivalence précédente en une équivalence
P(Ck) = P(LH(Ck)). Réciproquement, on a le foncteur partie classique C: LH(Ck) — Cg
qui envoie un monomorphisme f: E — F sur coker(f). Le foncteur H" s’interprete alors comme
un foncteur 2(Cx) = Z(LH(Cg)). On remarque que CH" = H" et on a un épimorphisme
naturel H” — TH". Si Pévaluation en E® de cet épimorphisme, i.e. ﬁ”(E') — TH"(E®), est un
isomorphisme, alors on dit que la cohomologie ﬁ’(E') est classique.

Pour la définition et les propriétés du produit tensoriel complété dérivé a droite @ﬁ on renvoie
a [18, 2.1.5].
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2. Systemes locaux

2.1. Systémes locaux

Dans ce numéro on fait quelques rappels sur les systémes locaux (pro)étales et on introduit
quelques notations. Soit X un espace rigide sur K que ’on suppose lisse. On note X ¢ (resp.
Xk pet) le site étale (resp. proétale) associé. On va considérer des sous-catégories de topos
associés a ces sites.

2.1.1. Systémes locaux étales. — On suit la définition de de Jong des systemes locaux étales.
Pour plus de détails on renvoie & [25] mais aussi a [40], 1.4].

Définition 2.1. — e On fixe m > 1 un entier. Soit Loc(Xk ¢ ; Z/p™) la catégorie des fais-
ceaux en Z/p™-modules qui sont localement constants pour la topologie étale et de rang
fini.

e Soit Loc; (X K}ét) = l&nm Loc(Xket; Z/p™), ou les morphismes de transition sont donnés
par la multiplication par p, la catégorie des systemes locaux étales en Zy-réseaux.

e Soit Loc, (X K’ét) le champ étale associé au localisé en pZ de Loc;' (X Két). Ces objets sont
appelés des Q,-systemes locaux étales.

La catégorie Loc, (X K,ét) (resp. Loc;,Ir (X K’ét)) est une catégorie Qp-linéaire (resp. Zp-
linéaire) munie d’un produit tensoriel et d’un Hom interne. Soit Z: Spa(C, C*) — X un point
géométrique. On note ﬁft(X K, i) le groupe fondamental étale introduit par de Jong [25] 2],
qui est un groupe topologique séparé et prodiscret (cf. [25, Lemma 2.7]), a I'instar du groupe
fondamental algébrique W?lg(X K,T), défini a partir des revétements étales finis, qui est un
groupe topologique séparé profini (cf. [25, Theorem 2.10]). Rappelons que, d’apres de Jong,
le foncteur fibre est a valeurs dans la catégorie des Q,-représentations de dimension finie du
groupe fondamental, soit

wz : Locy (X e) = Reprﬂft(XK, gf)

qui est une équivalence de catégories si X i est géométriquement connexe. Pour V un Q,-systeme
local étale, on note V(z) = w;V sa fibre en . On déduit de la construction de de Jong que
la catégorie Loc,(Xk¢t) est naturellement une catégorie Tannakienne. De plus, ce foncteur se
restreint en une équivalence de catégories

Wz Loc;' (Xket) — Repzpﬂ?lg(XK , i)

Remarque 2.2. — On insiste que le localisé en p? de Loc; (X K’ét) n’est pas un champ,
quun Q,-systeme local est en réalité une donnée de descente et que tout Q,-systeme local ne
provient pas d’un réseau (cf. [40, Example 1.4.5]). En terme de représentations des groupes
fondamentaux, on voit qu'une Q,-représentation d’un groupe prodiscret qui n’est pas profini
n’admet pas nécessairement de réseau stable.

2.1.2. Systémes locauxr proétales. — Le cas proétale est moins délicat. Premierement, on
peut recopier la définition en remplacant X ¢ par Xg ¢ pour obtenir Locz‘)F (XK pet)s
la catégorie des Z,-systémes locaux proétales, puis Loc,(X g pst) la catégorie des Qp-systémes
locauz proétales. Une différence est que Loc, (X pet) est bien le localisé en p% de Locz‘jIr (XK pet),
puisque c’est déja un champ (cf. . Le Zy-systeme local proétale constant 7 = @m Z/p™
permet de définir Loc;(X K,pét) comme la catégorie des Zp—modules localement constants de
rang fini. De méme, on définit Loc,(X g pst) comme la catégorie des @p—modules localement
constant de rang fini, ou @p = Zp[%]. Ces deux définitions sont équivalentes et on obtient
directement que ces catégories sont munis de produits tensoriels et de Hom internes.

On note v: Xg pst — Xk 4t le morphisme de sites naturel. Ce morphisme induit un foncteur

Locy (X ¢t) = Locy(Xk pst), donné par V — V = v*V. Rappelons un lemme de Kedlaya et Liu
(¢f. [40, Lemma 9.1.11]) qui nous assure que sur un espace rigide, les catégories des systemes
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locaux étales et proétales coincident ; notons que cette équivalence de catégories n’est pas exacte.

Lemme 2.3. — Le foncteur naturel Locy, (X ) — Loc,(Xkpet) est une équivalence de
catégorie.

O

On définit la torsion de Tate pour les systemes locaux proétales. Posons Z,(1) = 1£1n fpn qui

est un élément c/l\e Loc,; (Xg pet) dont le Qp—szstéme loAcal proétale associéAest notéA@p(l). On

note Qp(—1) := Q,(1)V le dual et pour k € Z, Q,(k) = Q,(1)®* si k > 0 et Q,(k) = Qp(—1)®~*
si k <O.

2.2. Fibrés

Dans ce numéro on garde les notations précédentes. En particulier, Xx désigne un espace
rigide lisse sur K. on renvoie a [48| Definition 7.4] pour la définition suivante :

Définition 2.4. — Un fibré plat filtré est un triplet (€, V, Fil®) ou :

e & est un fibré vectoriel sur X, i.e. un Ox,-modules localement libres et de rang fini,

o V:EE R0x, Q}(K est une connection plate, 7.e. une application K-linéaire satisfaisant la
régle de Leibniz et telle que V) oV = 0 ot V(2 ERox,. Q&K = E®0x,. Q?XK est I'extension
de la connexion,

e Fil® une filtration sur € qui est finie, décroissante, exhaustive et séparée, i.e. une suite de
sous-Ox-modules {Fil'};cz d’'un fibré £ telle qu’il existe deux entiers a < b tels que & =
Fil* D .-+ D Fil® = 0 et telle que pour tout i € [a, b], Fil’ admet Zariski localement un
supplémentair Fil; tel que €& = Fil* @ Fil;,

le tout tel que la connexion satisfait a la transversalité de Griffiths par rapport a la filtration,

i.e. pour tout ¢ € Z,

VFil’ C Fil' ! ®0x, Qk,..

On note Vecty (X k) la catégorie des fibrés plats filtrés.

Remarque 2.5. — Rappelons que ce qui nous permet d’omettre la topologie en indice, sans
ambiguité, est que la catégorie Vecty, (X ) ne dépend pas de la topologie (cf. [48, Lemma 7.3]),
au sens ou on a des équivalences naturelles

Vecty (X an) — Vecty (XKet) = Vecty (X pst)-

La seconde équivalence est notée £ — £ := v*E

2.2.1. IB%:{R—systémes locauz. — on renvoie & [48], Definition 6.1] pour la définition de IB%&E) =

Bfﬁg X, et a [48], Definition 6.8] pour la définition de (’)IB%SS\)’ Xy = (’)IBSSR Xr (on rappelle que le

produit tensoriel dans la définition doit étre complété).

Définition 2.6. —

e Un IB%;‘R—systéme local est un faisceau proétale en IBB(J{R—modules qui est localement libre et de
rang fini.

e Un (’)IB%(J{R—module plat est un faisceau proétale en (’)B(J{R-modules libre et de rang fini muni
d’une connexion plate.

Un OB;-module plat (M, V) est dit associé a un élément (£, V, Fil®) de Vect$ (X ) il existe

un isomorphisme de faisceaux proétales

(2.1) M ®(’)IB;LR OBgr =& ®(9XK OBgyr,

compatible aux filtrations et connexions. Les filtrations sont les filtrations produits ou M est
muni de la filtration triviale, £ est muni de la filtration Fil® et (’)B(J{R de sa filtration canonique.

(®)Insistons qu’a priori ceci est moins fort que de demander qu’il existe un supplémentaire qui soit un fibré
vectoriel.
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Les IB%;{R—systémes locaux et les OIB%(;“R—modules plats définissent naturellement des catégories
et, d’aprés [48, Theorem 7.2], ces catégories sont équivalentes; cette équivalence rappelle la
correspondance de Riemann-Hilbert classique. Pour & = (&€, V,Fil®) un fibré plat filtré, on
définit un B;R-systéme local par

X{g(€) = Fil’(€ ®oy, OBar

Cette formule définie un foncteur pleinement fidele; en effet, on a en tant que faisceaux étales
Eq = Uy (X:{R(E) ®le_R OIBdR) qui est muni d’une connexion et d’une filtration induites par

)VzO'

OBgr : ceci fournit la construction réciproque pour les fibrés associés. C’est essentiellement le
théoreme [48, Theorem 7.6].

Définition 2.7. — Soit V un Qp-systeme local (pro)étale. On dit que V est de Rham si
v ®q, OBy est associé & un fibré plat filtré £ = (£, V,Fil*) au sens de . Dans ce cas, les
potids de Hodge-Tate de V sont les opposés des sauts de la filtration Fil® sur £. Plus précisément,
i est un poids de Hodge-Tate si et seulement si

Fil '€ # Fil~*t1g.

Remarque 2.8. — On pourrait définir les poids de Hodge-Tate de maniere différente en
utilisant les opérateurs de Sen (c¢f. [51]); d’apres [48] Proposition 7.9] ces définitions sont
équivalentes.

2.3. Opers

En général, les opers sont des fibrés plats filtrés sur les courbes munis de ’action d’une algebre
de Lie satisfaisant une certaine condition de transversalité. On renvoie & [2] pour la définition
générale et plusieurs propriétés que I’on rappellera. Techniquement, on ne s’intéresse ici qu’aux
opers pour GL,, mais on va s’autoriser a décaler la filtration pour faire apparaitre les poids de
Hodge-Tate.

2.3.1. D¢éfinition. —
Définition 2.9. — Soit X une courbe rigide lisse sur K. Soit £ = (£, V, Fil®*) un fibré plat
filtré. On dit que £ est un oper de poids (a,b), avec a,b € Z tels que b > a, s’il est de rang
b—a+1etsi
e E=Fil "2 - . 2Fil™* 20,
e pour tout entier i tel que a < i < b, le quotient Gr;& := Fil™* / Fil="*! est un fibré en droites,
e l'application naturell@ induite par V,

0;: Gr;&€ — Gri 1€ ®OXK Q%K,

est un isomorphisme pour tout entier i tel que a < i < b— 1.

Ainsi, si V est un Q,-systeme local de de Rham proétale, on dit que V est un Q,-oper proétale
si le fibré plat filtré associé est un oper. Notons que si cet oper est de poids (a, b) alors les poids
de Hodge-Tate de V sont précisément a,a + 1,...,b. Remarquons que si a = b, £ est un fibré
en droite et la filtration est caractérisée par le cran a € Z; réciproquement, tout fibré plat filtré
de rang 1 est un oper.

Faisons quelques rappels de |2, §2], notamment comment associer a V un opérateur différentiel
Ly d’ordre b—a+1 entre fibrés en droites. Dans la théorie des équations différentielles ordinaires
on sait comment associer a une équation linéaire d’ordre n > 1 un systeme linéaire de n équations
différentielles d’ordre 1 : c’est précisément cette idée que les opers géométrisent.

Notons O = Ox,, O = QkK et Qé =& ®p ). Soit D = Dy, le faisceau des opérateurs
différentiels sur Xg et D C D le sous-faisceau des opérateurs différentiels d’ordre < k pour
k > 0 un entier. Notons que D est naturellement muni d’une structure de faisceau en anneaux
filtré par les Dj. La connexion V définit une structure de D-module sur £ et on obtient une

©) Cette application est appelée le champ de Higgs.
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application DR Gr,& — & qui induit un isomorphisme Dy_, ®0 Gr& = £ d’apres la troisieme
condition dans la définition 2.9] Ceci donne un diagramme

a—b—1)

0 —— Dy_g R0 Gref —— Dy_gi1 R0 Gra€ —— Q& R0 Gre& —— 0

(2.2) \ g

qui définit un scindage Q®(a—b-1) ®0 Gre€ — Dy_gr1 ®o Grg€. Puisque la troisieme condi-
tion dans la définition n fournit un isomorphisme Q®@% @, Gr,& = Gr,€, on obtient une
application Q%1 @4 Gr,& — Dp_ar1 ®0 Gr,€ et donc une application (Gran) ®-D

R0 (Grb€)®(_1) ®0 Dp—a+1 qui définit un opérateur différentiel B2(-D — A1 on B = GraQ}:
et A = Grp€. Or, comme A et B sont des faisceaux inversibles, on a un isomorphisme cano-
nique entre les opérateurs différentiels A — B et les opérateurs différentiels BE(—D — A®(1),
En effet, puisqu’on a un isomorphisme canonique B2~ ©p A = A @0 BED, on obtient

B®o Do A% Y = Home(B* Y @0 A, D) = Homo(Aoe B2V, D) = A*D g Dee B
Ainsi, on obtientV)| finalement un opérateur différentiel
(2.3) Lv: Grbé' — GraQ};.

C’est un opérateur différentiel d’ordre b —a + 1 et ab otl — 1 d’apres [2], §2.1], on abv o+l egt
le symbole principal d’ordre b — a + 1 définit naturellement comme la section

bva+lEH0(XK,A® ®OB®OQ®(CL b— 1))

Réciproquement, a partir d’'un opérateur différentiel d’ordre b — a + 1, entre des faisceaux
inversibles, de symbole principal inversible, on peut construire un oper de poids (a,b). Notons
que Grp€ et Graﬂé sont munis des filtrations a un cran

; Gry€ < -b ; Gr 0} < —a,
(2.4) FiliGrys — § e slis b, FiliGranh — § Otate 1
0 sii>—b+1, 0 sii> —a+1.
2.3.2. Calculs locaur. — On va détailler la forme local des opers et 'opérateur différentiel

associé. Supposons que X est un affinoide tel qu’on peut trivialiser £ et €, i.e. tel que

b
E=0e;, Q=o04dt,

i=a

k
Fil "€ = @P Oei, a<k <b, Q®CD =00

i=a

Ici, dt est une section de Q et @ € Q®(—Y est 1a section duale, vue comme dérivation, définie pour
g € O par dg = 0gdt. Dans ces conditions, on peut écrire V comme dérivation sous la forme
V = 0—(Q avec () une matrice de taille (b—a+1) x (b—a+1); de plus apres transformation de
jauge (équivalence de connexions) on peut supposer que ) est la matrice compagnon associée

(M1La construction de opérateur & partir de la connexion différe légérement dans ces derniéres étapes de celle de [2],
§2]. En effet, le scindage nous donne directement un opérateur différentiel (Gracﬁ')@(_l) — (Grbé')@(_l)@o Q.
Il est alors tentant de passer a la transposé pour obtenir un opérateur .4 — B mais, comme le montreront les
calculs locaux, ce n’est pas 'opérateur que I’on veut considérer : on veut plutot utiliser I'inversion < naive > que
I'on propose.
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a des fonctions ¢qq,...,q € O, i.e.
db  gb—1 qa
1 0 0
=10 1
o --- 0 1 0

Soit P =32, a;0" une section de D, i.e. un opérateur différentiel, sous I’application D ®¢
Gr,€ — £ on obtient

oo o0

P®ey— Z ai(=V)leq = Z aiQle,.
i=0 i=0

Ceci permet d’expliciter la section Q21 @p Gry€ — Dp—a+1 R0 Gr € de la suite exacte 1’ :

b
OQep— e, — Zq,-ai*“ Re,=: LRe,.
i=a
En effet, il est clair que L ® e, est bien une section de 0 ® e et il suffit de justifier que son
image dans £ par 'action D ®¢p Gr,& — £ est nulle, or 'image de L ® e, est

b
Q" =3 " Q" e = 0,
i=a
puisque ’on reconnailt exactement le polynome caractéristique de (). Finalement, on a montré
que Ly (fey) = L(f)eqdt pour f € O ou

b
(2.5) L=0o""t = g0

i=a

2.3.3. Scindage de la filtration. —
Lemme 2.10. — Supposons que X soit une courbe rigide lisse sur K. Soit € = (€, V,Fil®)
un oper de poids (a,b) sur Xg. Alors il existe des scindages K -linéaires

E 2 Fil™" @ Grpé,
O} = Gr 0 © QL /Fil ™,

tel que les projections/inclusions de ces scindages induisent des diagrammes commutatifs

E — Grp€ E +— Gr€
Froole ool
QF —— Gr Q4 Qf +—— Gr,}
Démonstration. — On commence par décrire les scindages K-linéaires. La connexion induit un

isomorphisme K-linéaire

w: FiI™0 55 QL /Fil ™,
que 'on obtient par récurrence a partir du troisieme point dans la définition On a un
diagramme commutatif a lignes exactes

0 —— Fil=*! £ y Grp€ —— 0
(2.6) F lv
0 +— QF/Fil™* « O < Gr,Q; «— 0.

Notons que la fleche Ly : Grpé€ — GraQé qui vient compléter le diagramme ne commute pas aux

1—b+1

autres applications du diagramme (il suffit de remarquer que Fi n’est pas dans le noyau

de V).
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La composée

1—a -1
£ Y b —med MY ol /pil—e Yy pil b+,
nous donne une application r: & — Fil7*!. Comme le diagramme 1} commute, 7 est une
rétraction de l'inclusion Fil™® — &€ ce qui scinde la suite exacte du haut. Ceci définit une section
K-linéaire s: Gry€ — £ et un isomorphisme

£ 2 TFil™"" & Gry€.
Pour la suite exacte du bas, la composée
—1
QL /Fil~* 2 Fil bt o £ Yl
nous donne une application o: QL /Fil™* — Qf. Comme le diagramme (2.6) commute, o est
une section de la projection Q}f — QF/Fil™® et scinde la suite exacte du bas. Ceci définit une
rétraction K-linéaire p: Qé — GraQ}S et donc un isomorphisme

Of = Gr,Qf © QF/Fil ™.

Pour montrer que les diagrammes du lemme commutent, quitte a se restreindre a un ouvert
convenable, on peut supposer que ’on est dans les conditions du numéro dont on conserve
les notations. On va calculer localement les sections/rétractions que l'on a défini. Pour i =
a,...,bet f; € O, on a (avec la convention e,;1 = 0) :

V(fiei:) = (Ofiei — fi€ir1 — Qpya—ifica)dt = (Ofie; — fieiy1)dt mod Fil™.

Ainsi Ker(r) = {Zf:a O*"fe; ; f € O} et la composée Gry€ > & Y, Q s’explicite localement
pour f € O par

b b
feb — Z 8b_if€i — Gb_“+1f€a - Z Qb+a7i8b_if€a-

1=a i=a

L’image est bien dans GraQ}€ et en changeant les indices de la somme par j = a + b — i
on reconnait l'expression de L (cf. ) i.e. on trouve que la composée précédente s’écrit
fey — L(f)eq = Lv(fep) comme attendu. Ainsi, on a montré que le second diagramme du
lemme commute, i.e.

E —— Gr€
e
Qf «— Gr 0%,
On montre maintenant que le premier diagramme du lemme commute. Soit f = Zf:a fie; €&

17b+1

qui s’écrit dans le scindage £ = Fi @ Grp€ sous la forme

b b
F=> (fi=""f)+ Y " foes.

i=a

=geFil~b+1 =heGry€

Comme on a défini le scindage Q}; > Qé JFil™* @ GraQ}; a partir de I'image par V du scindage
& > Fil~* @ Gry€ le scindage de Vf s’écrit

Vf=Vg+Vhe Qp/Fil™* @ Gr, Q.
L’image par p: 0} — GraQ}g de Vh donne

b
(poV)(f) =" frea = > thra—i®” " foea = Ly (foey).

1=a

Ainsi on a montré que le premier diagramme du lemme commute, i.e.
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E — G

[ER

QL 2 Gr, 0.
O

Remarque 2.11. — Le lemme [2.10] nous donne une autre facon de construire un opérateur
différentiel a partir de la connexion V et montre que cet opérateur différentiel est exactement
V. Il est important de noter que les scindages du lemme [2.10| ne sont pas O-linéaires puisqu’ils
dépendent de la connexion. Je remercie Y. Zhou de m’avoir aidé a corriger et améliorer le lemme
2. 10

3. Systéemes locaux isotriviaux

3.1. Définitions et foncteurs fibres

3.1.1. Définition. — Rappelons qu'un ¢-module sur K est un Kyp-espace vectoriel muni d’une
application o-linéaire bijective, que 'on appellera l’endomorphisme de Frobenius (ou simplement
le frobenius). Un isocristal sur k est alors un ¢-module sur Ky de dimension finie. Les isocristaux
sur un corps parfait k& forment une catégorie Tannakienne que ’on note Isog. on renvoie a [53]
pour la définition du faisceau proétale des périodes cristallines Bey := Bey x, (cf. [53), Definition
2.1, Definition 2.4]). Rappelons finalement que pour D un ¢-module et k£ € Z un entier, on note
DIk] le p-module obtenu en multipliant I’endomorphisme de Frobenius par p*.

Définition 3.1. — Un Q,-systeme local (pro)étale V est isotrivial cristallin s’il existe un
isocristal D sur k et un isomorphisme de faisceaux proétales,

PV ®Qp Be, = D X Ko Ber,
compatible avec 'endomorphisme de Frobenius. On appelle le couple (D, 1) une isotrivialisation
de V.
Remarque 3.2. — 1. Soit V un Q,-systeme local isotrivial (cristallin), on note que I'on a
rangq, V = rangg, D, donc V est cristallin (au sens de Faltings cf. [53, 1.0.2]).

2. On peut prendre une définition légerement plus générale, en remplagant D par un faisceau
de ¢-modules localement constant pour la topologie de Zariski. Tout ce que 'on fera devrait
facilement s’adapter a ce cas.

3.1.2. Foncteur fibre cristalline. — On note Litc,(X g ¢) C Locy(Xk ¢t) la sous-catégorie plei-
nement fidele des Q)-systemes locaux étales qui sont isotriviaux cristallins. Le lemme suivant
résume les propriétés de cette sous-catégorie :

Lemme 3.3. —
1. La sous-catégorie Litc, (X ¢) de Locy(Xk¢t) est une sous-catégorie Tannakienne.

2. Le foncteur D: Litc, (X ) — Isox, qui associe a 'V d’isotrivialisation (D,) Uisocristal D,
est un foncteur tensoriel, bien défini comme foncteur fibre.

Démonstration. — La structure de catégorie Tannakienne sur Litc,(Xg ¢;) est donnée par le
foncteur fibre ID. Premierement, notons que si V est un Q,-systeéme local isotrivial cristallin,
alors l'isocristal associé est unique a isomorphisme pres. En effet, d’apres [53], Corollary 2.26],
on obtient v, B., = Ko, le faisceau constant associé a Ky ot I'on rappelle que v: X et — X ¢t
est le changement de site. Ainsi, on définit

D:Vi— vi(Be ®g, V),

ou z € Xk est un point quelconque. Ceci donne D(V) = v, (Be)z ®k, D = D et montre que
I'association V +— D est bien définie. Il est clair que D est tensoriel puisque

D(Vi ®q, V2) = vx(Ba )z ®k, (D(V1) ®K, D(V2)) = D(V1) @k, D(Va).
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Remarque 3.4. — Cette construction n’est qu'un cas tres particulier de [53, Definition 3.12].

Un corollaire direct est que les constructions tensorielles appliqué a un systeme local isotri-
viales V sont aussi isotriviales. Plus précisément, soient y une partition d’un entier n et s, le
projecteur de Schur associé. Alors s, - V est isotrivial d’isocristal associé s, - D. En particulier,
pour tout entier k € N, Symap V est un systeme local isotrivial de p-module associé Sym’f(o D.

Pour V dans Litc,(X g ¢) on appellera simplement D(V) I'isocristal associé a V. Soit D un
isocristal sur k. On définit les faisceaux proétales

d=id
Xar(D) = (D @k, Ber) —, X&(D) = (D ®g, B,

cr, X g
ou le frobenius ® est le produit tensoriel du frobenius sur D et de celui sur B.,. On rappelle que la
torsion a la Tate pour les isocristaux est donnée par Ky[—1] qui est l'isocristal de dimension 1,
muni du frobenius ¢ = ;1)0. En d’autres termes, Q,(k) pour k € Z définit un systeme local
isotrivial et D(Q,(k)) = Ko[—k].

3.1.3. Foncteur fibre de Rham. — Soit V un objet de Litc,(Xg4) et soit D = D(V) son
isocristal associé. On a alors une inclusion V. — X (D). On veut décrire le quotient qui
fait intervenir la partie de Rham. On commence par un lemme qui explicite le foncteur fibre
Lith(XK’ét) — Vect'v (XK).

Lemme 3.5. — Le systéme local V est de Rham et le fibré associé € = (£,V,Fil*) est muni
d’une trivialisation £ = Dk @k Ox,., ou Dg = D ®g, K. Cette trivialisation ne dépend que
de lisotrivialisation (D,) de V.

)@:id

)

O
Rappelons qu’on a défini pour la partie de Rham, & partir d'un élément £ = (€, V,Fil®) de
Vecty, (X k), des faisceaux proétales

Xar(€) = (§®@XK OBdr, xx )

On a alors un morphisme naturel X¢ (D) — X4r(€) qui est injectif. On note de plus le faisceau
quotient

V=0 V=0

, XIR(‘C“‘) = Fil° (é\ ®6XK OIBdR,XK)

X (€) = Xar(E) /X1 ().

3.2. Fibrés fortement isotriviaux et la suite exacte fondamentale

3.2.1. Fibrés fortement isotriviauz. — On donne maintenant une condition plus forte que ’iso-
trivialité sur un fibré portant sur la connexion. On dit qu’un fibré vectoriel £ sur X est isotrivial
s’il existe un K-espace vectoriel D, de dimension finie tel que £ = Ox, ®k Dk . Par abus, on
dit alors que Dy est associé a £.

Définition 3.6. — Soit £ un fibré vectoriel isotrivial sur X d’espace vectoriel associé D .
Supposons & muni d'une connexion V: Dx ®x Ox,. = D ®k (2x,. On note

DY =Ker|[V: Dg ® O(Xg) — Dg @x Qx, (Xk)],

le K-espace vectoriel des sections globales horizontales. On dit que (€, V) est fortement isotrivial
si I'inclusion naturelle D[z — Dg ® Ox, induit un isomorphisme D ®x Ox, = DIV< RK
Ox, . De méme, on dit d'un Q,-systéme local isotrivial cristallin V qu’il est fortement isotrivial
(cristallin) si le fibré associé muni de sa connexion, (£, V) est fortement isotrivial.

Remarque 3.7. — Si la connexion V est unipotente, il suffit que dimyg D = dimg D[V{ pour
que le fibré muni de sa connexion soit fortement isotrivial. En effet, dans ce cas, la matrice
de passage entre Dlv( ®K Ox, et Dg ®k Ox,. d’'une base compatible avec D[V( vers une base
compatible avec Dy, est unipotente, donc de déterminant 1. L’inclusion naturelle D[V(® kOx, —
Dk ®k Ox, est alors un isomorphisme de Ox,-modules.

La condition pour un fibré plat d’étre fortement isotrivial est tres restrictive : cette condition
implique que la connexion se trivialise :
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Lemme 3.8. — Soit (£,V) un fibré plat isotrivial de K-espace vectoriel associé Dy . Alors
(E,V) est fortement isotrivial si et seulement si V = id ® d: DIV( QK Oxy, — DIV( QK Qxp -

O
Pour un fibré vectoriel muni d’une connexion fortement isotrivial on note parfois (€, V, Fil*) =
(D, d ®id, Fil*), ce qui sous-entend que Dy = DY..

3.2.2. Suite exacte fondamentale. — La proposition suivante est une reformulation d’un
théoreme de Kedlaya-Liu (cf. [40, Corollary 8.7.10]) :

Proposition 3.9. — Soit D un isocristal sur k et soit Fil* une filtration décroissante finie et
exhaustive sur le fibré vectoriel € = D @k Ox,., que l'on munit de la connezion triviale id ® d
pour définir un fibré plat filtré (€,V,Fil®). Supposons qu’en tout point géométrique de Xr la
filtration soit faiblement admissible. Le noyau de l’application naturelle

V = Ker [X(D) — X3 (€)]

définit un Qp-systeme local proétale fortement isotrivial d’isocristal associé D. De plus, lappli-
cation X (D) — Xz (€) est surjective.

Démonstration. — Comme la question est locale sur le site proétale, on se restreint a .S — Xg
un espace adique perfectoide sur X et on va montrer que Vg définit un systeme local isotrivial.
Comme le site proétale de S et de son basculé S” sont équivalents on peut supposer que S est
perfectoide de caractéristique p.

On va maintenant considérer la courbe de Fargues-Fontaine relative sur S, X g. Alors, un
théorém de Kedlaya et Liu (c¢f. [40, Corollary 8.7.10]) nous assure que les fibrés vectoriels
semi-stables, ponctuellement de pente 0 sur App g sont équivalents aux Q,-systémes locaux
proétales sur S. Or, X (D) sont les sections du fibré vectoriel &(D) associé a D sur Xpp g
et X3g (&) sont les sections d'un faisceau gratte-ciel en la section i 5: S < App,s. Comme
on consideére précisément une modification faiblement admissible de &(D), le noyau est un
Qp-systeme local proétale et on a directement que

A% ®Qp Bcr =D ®K0 Bcra

ce qui permet de conclure que V est isotrivial cristallin d’isocristal associé D. On conclut de
méme que le fibré associé est bien (€, V,Fil*) = (Dg @k Ox,,id ® d,Fil®*) et donc que V est
fortement isotrivial. O

Proposition 3.10. — Soient V un systéme local fortement isotrivial, D = D(V) et (£, V, Fil®)
le fibré plat filtré associé. Alors on a une suite exacte de faisceaux proétales

0=V = Xo(D) = Xg(€) —0.

Démonstration. — Premierement, notons que le théoreme est vrai si Xx est un point : c’est
I’équivalence entre admissible et faiblement admissible (cf. [21], voir aussi [32] Chapitre 10]).
D’apres la proposition précédente, on sait que

V' = Ker [Xer (D) = X3 (6)]

définit un Q,-systéme local proétale isotrivial de ¢-module associé D. Elle permet de plus
d’obtenir la surjectivité de la derniere application. Il suffit de justifier que V = V. On sait
qu’on a une inclusion Ve v ®q, Ber- De plus, comme le théoreme est vérifié pour les points, le
germe de cette inclusion est un isomorphisme sur le germe de V’ en tout point proétale de Xr.
On en déduit que l'inclusion induit un isomorphisme Vv. O

®) est la version relative d’un théoréme classique de Fargues et Fontaine (cf. [32, Théoreme 9.3.1]).
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3.2.3. Groupes p-divisibles. — Soit G — X un groupe p-divisible obtenu par déformation d’un
groupe p-divisible, i.e. il existe un groupe p-divisible Gg sur k et une quasi-isogénie p: Gy Xy,
X --» G xx Xi. Notons DJ := DT (Gy) le module de Dieudonné covariant de G sur W(k) et
Dy = Dar ®w k) Ko Iisocristal associé de frobenius ¢g: Dy — Dg. On définit de plus le module
de Tate entier de G par
T,(0) = Im Gl
n

qui définit un Zy-faisceau (pro)étale sur Xx et V,(G) = T,(G) ®q, Qp le module de Tate
rationnel qui définit un Q,-faisceau (pro)étale sur X . Rappelons que les poids de Hodge-Tate
de ce systéme local sont contenus dans {0,1}, i.e. la filtration est donnée par 0 = Fil'€ ¢
Fil’€ C Fil™'€ = €.

Lemme 3.11. — Le module de Tate V,(G) définit un Q,-systéme local fortement isotrivial sur
Xk, d’isocristal associé Do[—1].

Démonstration. — C’est une réinterprétation de [45], Proposition 5.15]. O

Remarque 3.12. — D’apres [49], le faisceau proétale X% (Do[—1]) est le revétement universel

du groupe p-divisible i.e. G = @[p] G = X1(Do[—1]). Ainsi le foncteur V — XI(D(V(1)))

définit un revétement universel du systeme local. La suite exacte de [49, Proposition 3.4.2 (v)],
0—V,(G) — G — Lie(G) — 0,

n’est autre que la partie (- )T de la suite exacte fondamentale de la proposition

4. Cohomologies a coefficients

4.1. Cohomologies (pro)étale géométrique des systémes locaux

Soit V* un systéme local étale en Z,-réseaux sur X un espace rigide lisse sur K. Par
définition, VT = {V*[p"]},nen et on définit

RIx(Xc; V) = holim, RIx(Xc; VT [p™)),
ou les morphismes de transition dans la limite homotopique sont donnés par la multiplication
par p. Pour le Q,-systeéme local associé, V = V+ ®z, Qp, on pose,
RIx(Xc; V) == RIy(Xc; V) @z, Qp.

En particulier, pour tout entier n > 0,

Hi(Xco: V) = (Im HE(Xo; V™)) @z, Qp).

Remarque 4.1. — On peut définir la cohomologie étale d’un systeme local qui n’admet pas
de réseau. Soit V un Q,-systéme local sur un espace rigide X lisse sur K. D’apres la définition
de de Jong (cf. [25]), comme on peut trivialiser le systéme local sur un revétement étale, on
sait qu’il existe un recouvrement étale galoisien 7: Yo — X, tel que Vy, = 7V admet un
réseau V;K. Notons H = Aut(Yx/Xk). 1l est alors raisonnable de définir

RIs(Xc; V) == RI(H ; RTy(Ye; Vg ))-
En effet, on vérifie facilement & l'aide de la suite spectrale de Hochschild-Serre que cette
définition est indépendante du recouvrement choisi.
La définition de la cohomologie proétale est plus directe, puisqu’on peut définir, pour V un
Qp-systeme local proétale sur X, le complexe RPpét(X K V), qui est un élément de 2(Cq,). Le

foncteur V — RFpét(X K V) est le foncteur dérivé des sections globales V — V(X ). Rappelons
le lemme suivant, qui est une conséquence de [48, Corollary 3.17 (ii)] :

Lemme 4.2. — Supposons que X soit un espace rigide lisse sur K, quasi-compact ou propre
et soit V un Qp,-systéme local sur Xg. On a un quasi-isomorphisme

RIpet( Xk ; V) =2 RIgy( X ; V).
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4.2. Cohomologie de de Rham

4.2.1. Le complexe de de Rham a coefficients. — Soit X un espace rigide lisse sur K. Soit
&€ = (€,V,Fil*) € Vecty (Xk) un fibré plat filtré. On définit le complexe de de Rham :

(2)
).

Qf = (€ 5 E®o,, Ve ~—
Les sections globales (dérivées) de ce complexe définissent le compleze de (cohomologie) de de
Rham[®)] ;
RLur(Xk ; €) = RI(Xk; QF).
Le complexe RFdR(X Kk & ) définit un élément de 2(Cg) et pour tout entier n > 0 sa cohomo-
logie en degré n définit des espace HQ‘R(XK; 5). Si X est un espace Stein alors HQR(XK; 5)
est un espace de Fréchet. Le complexe de de Rham est muni d’une filtration 2%

(2)
Fil*Qg = (File 5 Fil 1€ @o, Ok, e, ),

qui est bien définie par la transversalité de Griffiths. Cette filtration définit une filtration sur
RFdR(XK N 5) par

Fil*RIyp(Xk ; €) = RI(Xg ; Fil*Qg)
qui & son tour définit une filtration sur HHR(X K 5) pour tout entier n > 0. Par exemple, la

filtration sur HgR(X K; é’) est définie directement & partir de la filtration sur €. Si (€,V) =
(Ox,d) on note simplement RI'yr(Xx) le complexe de (cohomologie) de de Rham. Comme la
cohomologie cohérente d’un fibré vectoriel s’annule en degré n > 0 sur un espace Stein, on
obtient le lemme suivant :

Lemme 4.3. — Supposons que X soit un espace rigide Stein lisse sur K. On a un quasi-
isomorphisme strict

—~ (2)
REGR(X x5 &) = Q8 (Xk) 2 (E(Xk) 5 QN (XK)Bo(xE(XK) ~— ).

De plus, si Fil'€ =0, on a
Fil' RT4r(Xk ; €) = (0 —» QY (X k) @0 (x 0 FIPE(XK) — -+ ).
Les termes de droite sont des complexes d’espaces de Fréchet.
O

Si X est de dimension n, alors pour ¢ > n on a Q’XK = 0, donc une conséquence immédiate
du lemme précédent est le corollaire suivant :

Corollaire 4.4. — Supposons que Xg soit un espace rigide Stein lisse sur K de dimension
n. Alors pour tout entier i > n, HQR(XK; 5) =0.

Soit B l’anneau des périodes de de Rham et By = Frac(BJR) son corps des fractions. On
note t € BCTR I'uniformisante définie par ¢ := log[e] ou € est une suite compatible de racines
p"-iemes de 'unité. L’anneau B(TR est un espace de Fréchet sur K et donc, d’apres [18], Lemma
2.3], la fleche naturelle

(4.1) RTur(Xx 5 €)BxBn — RTur(Xk 5 €) BBl

ou le terme de gauche est le complexe de de Rham dont on a tensorisé les termes par BIR
au-dessus de K, définit un quasi-isomorphisme strict dans Z(Cf). On identifiera donc les deux
termes. De plus, sur le membre de gauche la filtration est définie par

Fil" (RTur(Xk 5 €)@xBlg) = hocolim;y >, FiV RT4r(Xk ; €)@kt Bly.
La preuve du lemme suivant est la méme que [18, Example 3.30] :
9 En toute rigueur, il faudrait appeler Q¢ < le complere de de Rham > et RF(XK; QE‘) < le complexe de

cohomologie de de Rham >. Comme dans [18], s’il n’y a pas de confusion possible, on appellera simplement
RF(X K; QE) le complexe de de Rham.
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Lemme 4.5. — Supposons que X soit un espace rigide Stein lisse sur K. On a un quasi-
isomorphisme strict

Fil' (RTur( X ; €)8xBlg) = (Y Fil "€(Xx)Bxt 1Bl — > Fil QL (Xk)Bxt' Bl — ).
€N €N

Le terme de gauche est naturellement un complexe d’espaces de Fréchet.

O
4.2.2. Le petit complexe de de Rham des opers. — Supposons que X est une courbe sur K
et soit £ = (&, V, Fil®*) un oper de poids (a,b). On définit le petit complexe de (cohomologie) de
de Rham par

RTop( Xk ; £) == RI(Xg 5 (Grp€ 2% Gro0L)),

(¢f. (2.3)) muni de la filtration induite par la filtration sur les gradués, explicité en (2.4)). Du
lemme [2.10} on déduit la proposition suivante :
Proposition 4.6. — Supposons que Xg soit une courbe rigide lisse sur K. Soit &€ =
(€,V,Fil*) un oper de poids (a,b). On a un quasi-isomorphisme strict filtré

RFOp(XK; 5) = RFdR(XK; 5)

O
Ce résultat et la description de la filtration (2.4) permettent de calculer la filtration
précédente :

Lemme 4.7. — Supposons que X soit une courbe rigide Stein lisse sur K. On a un quasi-
isomorphisme strict

Fil' (RTop(Xk ; £)@xBR) & (Grbg(XK)® xt"BE, 2% Gr, QL (Xk)@ Kt“B§R> :

O]

4.2.3. Cohomologie de de Rham isotriviale. — Le complexe de de Rham des fibrés plats for-
tement isotriviaux est particulierement simple :

Lemme 4.8. — Soit X un espace rigide lisse sur K et (£,V,Fil*) = (Dg®kgOx, ,1d®d, Fil*)
un fibré plat filtré fortement isotrivial. On a un quasi-isomorphisme entre complexes

RI4r(Xk 5 €) = RIur(Xk) ®k Dk

En particulier, pour tout entier n > 0, on a HgR(XK; 5) =~ Hig (Xk) ®K Dk

4.3. Cohomologie de Hyodo-Kato

Soit X un schéma formel Stein et semi-stable sur O et X = (J,,cr Un un recouvrement Stein
de X. On définit la cohomologie de Hyodo-Kato comme limite de la cohomologie log-cristalline
rationnelle de la fibre spéciale X}, sur O?(O ou O%O désigne le log-schéma formel Spf(Og,) muni
de la structure logarithmique induite par N = Og,, 1 — 0 :

(4.2) RTik (Xf) == holimy, (R (Up k/O%, ) ®0, Ko)-

D’apré [22], Proposition 4.11] cette cohomologie ne dépend que de la fibre générique Xy
(comme le suggere la notation) et peut étre définit indépendamment de P'existence d’un modele
semi-stable (cf. [22]). Le complexe (4.2)) est muni d'un endomorphisme de Frobenius ¢ et d'un

(19 Notons qu’il manque 'hypothese que 2~ soit quasi-compact dans [22] Proposition 4.11]. En effet le faisceau
défini par 2 — RFCY(%IC/O?(O) ®0k, Ko ne satisfait pas la descente Zariski pour les recouvrements infinis
(seulement les recouvrements finis). C’est pourquoi le faisceau associé fait apparaitre une limite homotopique sur
tous les recouvrements par des ouverts quasi-compacts et comme un recouvrement Stein est cofinal, la définition
M coincide avec la définition de [22] 4.2.1] de la cohomologie de Hyodo-Kato par la proposition [22] Proposition
4.11]. Je remercie Nataniel Marquis pour cette observation.
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endomorphisme N, l'opérateur de monodromie. Ces endomorphismes vérifient la relation Ny =
peN.

4.3.1. Cohomologie de Hyodo-Kato isotriviale. — Si D un un isocristal sur k. On définit la
cohomologie de Hyodo-Kato isotriviale

(4.3) RInk(Xx ; D) == RIuk(Xk) ®K, D

Comme pour cette cohomologie est indépendante du modele de X g . Pour n > 0 on note
Hpy(Xk 5 D) = H"RIuk(Xg 5 D), Hi(Xr; D) = H"RIy(Xr ; D).

4.3.2. Isomorphisme de Hyodo-Kato isotrivial. — Pour définir I'isomorphisme de Hyodo-Kato,

on doit faire une digression par la géométrie surconvergente. Il s’avére que la cohomologie de

Hyodo-Kato des espaces Stein est naturellement surconvergente. Soit X un schéma faiblement

formel semi-stable sur Ox et Xg l'espace surconvergent associé que 'on suppose lisse sur

K (cf. [37]). On définit la cohomologie de Hyodo-Kato surconvergente comme la cohomologie
surconvergente rigide de la fibre spécial X = X ® k sur O%O (cf. [18] 3.1.2]) :

Rk (Xr) = RTuig(Xx /0%, )-

Cette cohomologie est indépendante du modele (cf. [22], Proposition 5.3]), comme le suggere la
notation. On peut associer a Xg son complété, qui un espace rigide et que ’on note X

Lemme 4.9. — Soit Xx un espace surconvergent Stein lisse sur K. On a un quasi-
isomorphisme stricte

RFHK (XK) — RPHK (XK)

Démonstration. — La preuve suit exactement [18, Theorem 4.1], résumons la. Pour un affinoide
semistable U sur Ok, la comparaison avec la cohomologie convergente donne (cf. [18, Remark
4.4]) :

RTyig(Ur/O%,) = Rlcony(Ur/Of,) = Rl (Ui /O%,) ®0,, Ko

En utilisant un recouvrement Stein X = (J,,cy Un, on montre qu’en passant a la limite homo-
topique la premiere fleche devient un quasi-isomorphisme strict ; ceci provient de ce qu’on peut
recouvrir X}, par des sous-espaces lisses et propres sur k cf. [18, Remark 3.1.1]), puis on utilise
[18], Proposition 4.5] pour conclure. O

Comme les espaces Stein sont partiellement propre ils admettent un modele faiblement for-
mel (cf. [37, Theorem 2.27]); et donc les espaces rigides lisses Stein admettent des modeles
surconvergents. Si on se donne Xg un espace rigide Stein lisse sur K alors il existe X K un
espace surconvergent Stein lisse sur K d’espace rigide associé X et on va supposer qu’ils ont
des modeles semi-stables sur O (mais ce n’est pas nécessaire).

On construit le morphisme de Hyodo-Kato a partir du morphisme de Hyodo-Kato surcon-
vergent. Soient D un isocristal sur k et (£,V) = (Dg @k Ox,,d ®id) un fibré plat fortement
isotrivial ot Dg = D ®g, K. On a un morphisme de Hyodo-Kato isotm’m’a associé a
I"uniformisante w :

LHK - RFHK(XK ) D) — RFdR(XK ; 5) .
En effet, on commence par considérer le morphisme de Hyodo-Kato surconvergent associé a w
(cf. [18) 3.1.3]) :
THKi RFHK(XK) — RFdR(XK).

ol le terme de droite est la cohomologie de de Rham surconvergente de Xk. Par [37, Theorem
2.26] (cf. le premier point de la preuve de [18, Theorem 4.1]), comme X est Stein, on a un

quasi-isomorphisme strict RTyg (Xx) = RIgr(Xk). On définit le morphisme de Hyodo-Kato
comme la composée

uic: Rk (X i) 2 RTu (X i)~y RTur (X ) 2 RTug(Xk),

(M Notons que I'isomorphisme de Hyodo-Kato utilisé ici dépend est en réalité associé & p (¢f. |22 Remark 4.13)]).
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ol le premier isomorphisme provient du lemme [£.9] On applique maintenant le produit tensoriel
par - ®g, D a ce morphisme, qui, comme D ®g, K = D, définit une application

LHK : RFHK(XK) R K, D — RFdR(XK) ®K Dg.

Comme c’est le cas pour ¢, tgk devient un quasi-isomorphisme strict lorsqu’on applique ® g, K
au terme de gauche. D’apres le lemme et (4.3)), cette fleche définit

LHK : RFHK(XK; D) — RPdR(XK§ 8)7
qui induit quasi-isomorphisme strict :
LHK : RFHK(XK; D) QKo K — RFdR(XK§ 8)

Par ce quasi-isomorphisme, le corollaire donne directement le résultat d’annulation suivant :

Corollaire 4.10. — Supposons que X soit un espace rigide Stein lisse sur K de dimension
n. Alors pour tout entier i > n, Hi{K(XK; D) = 0.

5. Cohomologies syntomiques isotriviales

Soit Xk un espace rigide Stein lisse sur K. On définit la cohomologie syntomique
(géométrique) d'un Qp-systeme local fortement isotrivial V d’isocristal associé D et de
fibré associé (&,V,Fil®). Supposons que les pentes de D sont toutes négatives. On a une
application ¢: ﬁ; — B(J{R (cf. [18| 3.2.1] pour la définition de E; et de ¢ qui est ici associé a p)
et on définit dans Z(Cg,) le complexe

~R =~ 1N=0p=1, Lo ~ .
RIyw(Xco; V) = HRPHK(XK; D)®§OB$} KB, (RIyR(X5 s )BrBlg) /Fil| .
Rappelons que [— LN —] == holim(— LHREL 0) désigne la fibre dans Z(Cq,) de

—_— SR 5] N=0e=p'
I'application tgg ® ¢ et [RFHK(X K D) ® KOBSJ

dérivé de N et ¢ i.e. la limite homotopique du diagramme

, pour 7 € N désigne ’espace propre

RFHK(XK; D)@gof;;; Lpl) ];:{FHK(AXK7 D) @[R;O/B:;

~R =~ —pt ~R =
RTuk( Xk ; D)@g, B 2% RTyuk(Xx ; D) &, BX:

Pour tout entier ¢ > 0, posons

. ~R =, 1N=0,0=p'
HK(X¢, D,i) = [RFHK(XK§ D)®K0B;E}

DR(X¢, €,4) = (RTur(Xk ; €)@kBJg)/Fil’,
de sorte que
RIyyn(Xc; V(i) = [HK(X¢, D, i) — DR(X¢, €,4)] .

Lorsque ¢ = 1, on omet simplement le ¢ pour alléger les notations et on note simplement

HK(X¢, D) := HK(X¢, D, 1) et DR(X¢, €) :== DR(X¢, &, 1).

Ezxemple 5.1. — Supposons que X i est un espace rigide Stein lisse sur K et géométriquement
irréductible. Alors

(Hy(Xk s D)&x,BH) """ = (D @k, BL)"™ = XL(D).

De plus, D = HgR(XK; 5), qui est muni de la filtration induite. Donc ﬁgyn(XC; V) est le
noyau du morphisme naturel

X (D) = (Dk ®k BlR)/Fil".
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La filtration sur Dpg est admissible donc ﬁgyn(Xc; V) est de dimension finie sur Q, et

Fil'(Dk ®k Blz) N Xst(D) est fermé dans X} (D) ; ainsi ﬁgyn(Xc ; V) est classique.
5.1. La partie Hyodo-Kato
En suivant la preuve de [18, Lemma 3.28] et le lemme on obtient :

Lemme 5.2. — Supposons que X est un schéma formel Stein semi-stable sur Og, alors pour
tous n = 0 la cohomologie de HK(X ¢, D) est classique et on a un isomorphisme topologique

H"HK (X, D) = (Hig(Xx ; D)8, B) V=097,

En particulier, H"HK (X ¢, D) est un espace de Fréchet.

5.2. La partie de Rham
Si (Dg, Fil*) est un K-espace de Fréchet filtré dont les sauts de la filtration sont négatifs,
soit X(J{R(DK) = DK(/X\JKB(J{R et, pour k € Z, posons
X i (Dk) = X i (Dk)/Fil* (Dk®KB,) -
Une conséquence du lemme [4.5] est le lemme suivant :

Lemme 5.3. — Supposons que X est un espace rigide Stein lisse sur K et soit (€£,V,Fil®)
un fibré plat filtré fortement isotrivial dont les sauts de la filtration sont < 0. On a un quasi-
isomorphisme strict

DR(X¢, €) = X fp (E(Xx))h — Xr(Qe(XK))o — -+,
ot le complexe de droite est un complexe d’espaces de Fréchet.
O

5.2.1. Le cas des opers. — Supposons que X soit une courbe rigide Stein lisse sur K et que
& soit un oper de poids (a,b) avec a > 0. L’intérét des opers est que l'on peut calculer la
cohomologie de DR(X¢, £) qui apparait dans le diagramme fondamental.

Lemme 5.4. — On a une suite exacte stricte d’espaces de Fréchet
0 — Grp& (XK )@kt Byy1 — H'DR(X¢, &) — Hi(Xk ; €)@k Ba — 0.

De plus,
H'DR(X¢, ) = Hig(Xk ; £)BxBa.

O
Démonstration. — Rappelons que d’apres le lemme HO = HODR(XC, 8) est le noyau de la
connexion

(E(XK)BxBg)/Fil' 2% (Q}(Xx)BxBg)/Fil°
et H! == HlDR(Xc, &) son conoyau. On commence par montrer que ce noyau est isomorphe au
noyau de
—~ L ~
Grbg(XK)®KBb+1 =Y, GraQ}; (XK)®KBQ.
On a des décompositions K-linéaires du lemme [2.10
E(XK)®KrBlR = Grp&(Xg)BxBl; ® Fil "M@k B;.

0 (Xk)

O (Xk)DKBJR = GraQf (Xk)8BlR ® “£=C 8B,

et par la définition des opers (cf. définition , la différentielle induit un isomorphisme

o] — ] ~ X ~
Fil &k Bl = S99 8 kB,
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De plus, on a des décompositions K-linéaires
Grbg(XK)é\@KBIR NFil' = Grbg(XK)®Ktb+leR,
Gr & (X )®gBiz NFil” = Gr&(X k) ®xt"Blg,

et comme, par définition, V induit des isomorphismes Fil=¢/Fil=¢"t = (Fil=7~1/Fil™9) R0(X k)
O (X k) pour tout entier ¢ tel que a < ¢ < b — 1, on en déduit que d induit un isomorphisme

(FiI 1@k Blp) NFil! = (E25&BY,) N Fil,

Ainsi, comme annoncé, on a bien
H® = Ker (Grp& (X k)@ Bos1 -5 GraQk (Xk)SxBa),
et de méme H' = Coker (GrbE(XK)®KBb+1 = Gran(XK)®KB )
En appliquant le lemme du serpent au diagramme
0 —— Grpé(Xk)BKt"Bypr1 — Grp€(Xg)BkBpr1 — Grp€(Xg)®xkBy — 0
| b -
0 » GroQL (X )®rB, == Gr,Q(Xk)®xBa
on obtient la suite exacte
0— Grbg(XK)®KtaBb+1 — HO — HgR(XK; 5) ®KBa — 0,

et I'isomorphisme

H' > Hij(Xk ; €)®kBa.

5.3. Le diagramme fondamental pour les opers

Avant d’énoncer le théoreme principal de cette section, on donne le lemme suivant qui est
une généralisation du lemme [18, Lemma 3.30] :

Lemme 5.5. — Soit M un (¢, N)-module effectif (toutes les pentes sont > 0) fini sur Ko et
soient a,b € N des entiers tels que b > a > 0, alors

=p*,N=0 tb+ p=p*tb+l N=0

0— (M @k, BE)? “— (M @k, BY)

est exacte. De plus, la derniére application est surjective si les pentes de M sont < a

— M ®K, Bpt1

La premiere partie est obtenue par récurrence sur b en utilisant un dévisage. La surjectivité
se démontre comme dans la preuve de [18, Lemma 3.30] en calculant la Dimension.

Remarque 5.6. — Comme dans [18], on a besoin d’une version du lemme précédent pour
M = lim M; ot {M;}; est un systeme projectif de (¢, N)-modules effectifs finis sur K. Comme
la limite projective est exacte a gauche, on obtient directement pour a,b € N des entiers tel que
b > a > 0, la suite exacte

p=p*,N=0 7thr ) p=prtbtl N=0

0 — (M®gk,BY) T (M&g, B,
De plus, on peut montrer que si les pentes des M; sont < a alors la derniére fleche est surjective
mais on ne l'utilisera pas. La surjectivité de la derniere fleche dans le cas b = 0 est utilisé dans
[18] Proposition 3.36] et repose sur un argument donné dans la preuve de [18, Lemme 3.28].
L’argument dans le cas ou b > 0 est le méme. En partlcuher pour D un isocristal effectif, cette
situation s’applique a M = HHK(X K} ) IL ( K D) ou {Ul K} est un recouvrement
Stein par des affinoides surconvergents d’un modele sur convergent de X (cf. le lemme et
[54, Lemme 5.3]).

— M@KUBI)+1.

Proposition 5.7. — Soit X une courbe rigide Stein lisse sur K. Soit V un Qy,-oper de poids
(a,b) fortement isotrivial d’isocristal associé D et de fibré plat filtré associé € = (€, V,Fil®).
Supposons que a > 0. On a une application naturelle entre suites exactes strictes d’espaces de
Fréchet :
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t* X4 (Dla)) — Gr€(Xk)®xt*Bogr —— Hiyu(Xe; V(1)) —— t° X4 (Hix(Xk ; D)[a]) —— 0
| | ! !
Dk ®k t"Bop1 — Grp€ (X k)@t Byst Le, GroQf (Xk )@t Byy1 — Hig(Xk; £)@xt*Byyr — 0
Ce diagramme est Y -équivariant et on a noté :
1l ) — (1L CP\S. pt\N=0p=p'""
Xy (Hik(Xk 5 D)[a]) = (Hpx(Xk ; D)®x,BY)

l—a

Xex(Dla)) = (D @, BE) ™"

~ — —p—a—b
De plus, (3 et~ sont strictes, d’images fermées et Ker(y) = t2tb+1 (Hll{K(XK ; D) ®KOB;§)N Op=p .

En particulier, si les pentes de D sont > —a — b, alors Ker(y) = 0.
Démonstration. — Notons
Rlgyn = RFSyn(XC; V(l)), RIyk = RI‘HK(X K D)
RIop = Rlop(Xk; €), RIur = RIur(Xk; &),
et pour n > 0 un entier, H?, ot x € {syn, HK, Op,dR}, le n-itme groupe de cohomologie du

complexe correspondant.
En suivant le début de la preuve de [18, Proposition 3.36], notons qu’on peut remplacer

B;'; par ﬁ; dans le diagramme, ce qui facilite les questions topologiques. On va commencer
par définir les deux suites exactes du diagramme. La ligne du dessous est donnée par le petit
complexe de de Rham auquel on applique -®@xt*By4 1, soit

0 = Dk Qk t*Bpy1 — GrbS(XK)®KtaBb+1 Lv—®id> GraQ};(XK)@KtaBbJrl — H(liR@KtaBb+1 — 0.

La suite reste exacte puisque on tensorise-compléte une suite exacte de Fréchet par un Banach.
D’apres la proposition 4.6 on a

~  1N=0,p=p —~
} MRS (RTop@ Bl ) /Fil'| .

~R
RFSyn = |: [RFHK®K0 B;E

Rappelons que comme pour le quasi-isomorphisme (4.1), on a un quasi-isomorphisme strict
naturel

~ ~R
RIop®xBlz — RIop®@xBlg
et on identifiera librement ces deux termes dans le reste de la preuve.
On obtient une suite exacte

(5.1)  XAL(D) = H°DR(X¢,€) — HL, — (Hix®r,BE)" 97 M52, HIDR(X, €).

C’est presque la suite exacte du dessus dans le diagramme de la proposition, mais il faut corriger
_a+1l

les termes extrémaux. Notons que X} (D) = (Dla] ®k, Bé;)‘p_p .

e Pour la premiere fleche de (5.1)), en comparant la suite exacte du lemme et la premiere
partie du lemme [5.4] on obtient le diagramme commutatif suivant :

0 ———— t*X(Dla])) ————— X;(D) ——— Dx ®x Ba —— 0
0 —— Grp€(Xk)®kt*Bpyr —— H'DR(X¢, ) —— HOR ®x B, —— 0.

e Pour la derniere fleche de (5.1)), comme H'DR(X¢, £) = HéR Rk By d’apres le lemme on
utilise la remarque qui permet de calculer

Ker [(H%IK®KOB;;)N:0’“0:” = HIDR(X, 8)] =~ 19 X1 (Hilal).
Finalement, de ces deux calculs et de la suite exacte (5.1)) on obtient la suite exacte suivante :

(5.2) t*X1(Dla]) = Gry€ (X k)Rt Byy1 — Hiy, — 19X (Hik[a]) — 0.
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Dans le diagramme, la définition du carré de gauche et sa commutativité sont claires. On
définit maintenant les applications £ et v puis on montre que le carré qu’elles forment dans le
diagramme commute.

e L’application « est induite par la composée

LHK (73 mod t+

~R
RTyk @, B 252 R, 1Bl e O R @By 1.

On déduit de la remarque [5.6]le calcul de Ker(7).
e Le lemme [£.7 nous donne Iisomorphisme
) ~R ~ ~
Fil' (RTop@xBJg) = Grpl (X k)@t Bl — Gr Qi (Xk)®xt* By,
et I'application (3 est induite par la composée

mod tb+1

RIyyn — Fil' (RTop@5 Bl (0 = GraQ (X g )t By — 0).

Finalement, le diagramme suivant, de morphismes entre triangles distingués, justifie que le carré
de droite dans le diagramme commute :

=0 LHK®L

S R Top® g Bl /Fil!

Iﬁv lLHK®Lw H

Fil' (RTop® 1 Bg) — RTop®pBly —2 L, RTG, & 1B, /Fil!

l mod tb+1 l mod tb+1 l

~R R N
0:1RI0p® g Bpy1 ———— RIop®@kBpy1 ————— Grp€( Xk )@k Byi1

~R ¥Y=D,
Ly ——— [Rril 52]

En effet, en degré 1, on a 8 = E mod "1 et v = ik ® ter mod P, O

6. Théorémes de comparaison

Le but de cette section est de démontrer le théoreme de comparaison syntomique-proétale.
L’énoncé est le suivant :

Théoréme 6.1. — Soit Xk une courbe rigide Stein lisse sur K. Soit V un Q,-systéme local
1sotrivial et © = 0 un entier et supposons que les poids de Hodge-Tate de V soient tous positifs.
Il existe, dans 2(Cq,), un morphisme
ay(py: RFSyn(XC; V(z)) — R,Ppét(XC; V(i)),
qui est un quasi-isomorphisme strict aprés troncation par T<;. En particulier, on a des isomor-
phismes topologiques,
H

pour tout entier j tel que 0 < 5 < 1.

syn(XG7 V(i )) Hf)et(X(/Y; V(2>)

Remarque 6.2. — Notons que dans le théoreme si a > 0 est le poids de Hodge-Tate
minimal de V, alors on peut remplacer la troncation par T<;4q-

Soit D =D(V) et £ = (&, V, Fil®) le fibré plat filtré associés a V. Pour démontrer le théoreme,
on va appliquer R,Fpét(XC ; ) a la suite exacte fournit par la proposition :

0=V = Xu(D) = X g(€) =0,
On obtient un triangle distingué
RIpa(Xc'; V) = REpe Xk 5 Xer(D)) = REpe( X s X (E))-
La proposition suivante en calcul les termes :

Proposition 6.3. —
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o [l existe un quasi-isomorphisme strict

(RTur(Xk ; €)@ Bar)
Fil°

1

RIpe(Xo 3 Xp(€))

e [l existe un quasi-isomorphisme strict

R =1,N=0
RFpét(XC; Xcr(D)) = [RFHK(XK; D) ®ﬁ0Bst]@ .

Démonstration. — Notons RIygr = RFdR(X K 5) et Ry = RFHK(X K D). On commence
par le premier point.

Soit Vgﬁ;) =V Qq, Bgﬁ;). D’apres le théoreme [4, Theorem 6.5], en considérant les points des
complexes solides, on a un quasi-isomorphisme

- ~R
RIpa(Xc 5 Var) = (RTur®xBar),
compatible avec la filtration, ce qui signifie en particulier qu’on a un quasi-isomorphisme
~ o ~R
RI,u(Xc; Vig) 2 Fil®(RT4r® k Bar).

Justifions que le second quasi-isomorphisme est strict, le premier s’en déduit en inversant ¢. Par
le lemme le terme de droite est un complexe d’espaces de Fréchet. D’apres le lemme de
Poincaré (cf. [48, Corollary 6.13]), le terme de gauche se représente par un complexe d’espaces
de Fréchet. On conclut alors par le second point du lemme [18, Lemme 2.1]. Ainsi, le triangle
distingué obtenu en appliquant R,Fpét(XC . ) a la suite exacte

0— Viz = Var = Xz(€) =0
fournit un quasi-isomorphisme strict

R
RIe(Xo 5 Var/Vig) = (RLur ®§ Bar) ;
Fil
ce qui démontre le premier point. Pour le second point, on utilise [5, Theorem 4.1 | (voir aussi [7,
Proposition 3.11]) qui, apres avoir inversé ¢ pour se débarrasser du foncteur de décalage et apres
avoir pris les points des complexes solides, donne un quasi-isomorphisme, (cf. [5, Definition 2.23]
pour la définition de B),

RTpee( Xc 3 B[1/4]) = (RTuk (X))@, Ba) -

On utilise ensuite la suite exacte de faisceaux proétales (cf. [5, Corollary 2.26]),
0= (Ber)?=! — B[1/t] £=5 B[1/t] — 0.

Soit V' une représentation cristalline de ¥ telle que D¢ (V) = D, en tensorisant la suite ci-
dessus par V on obtient

0 = Xer(D) = B[1/t] @k, D 2=5 B[1/t] ®x, D — 0.
Ainsi, on obtient un triangle distingué
RIpei(Xe 3 Xer(D)) = RIpa( Xc; B[1/t] @k, D) — RIpe(Xc; B[1/t] ®k, D)

ce qui permet de conclure qu’on a un quasi-isomorphisme entre les fibres
=1,N=0
RIpe(Xo'5 Xer(D)) 2[Rk ®3, Bsi]” :
Ce quasi-isomorphisme est stricte pour les méme raisons que le premier, les deux termes
s’écrivent comme limite inductive d’espaces de Fréchet, ou on utilise le lemme de Poincaré
cristallin (¢f. [63, Corollary 2.17]) pour le terme de gauche, le lemme pour le terme de
droite, puis on applique le lemme [18, Lemme 2.1]. O
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Ainsi, on obtient un triangle distingué

} »=1,N=0 N (RFdR(XK N 8)®§BdR)
Fil? ’
et comme on travail dans Z(Cg,), le terme de gauche est bien la fibre de la fleche de droite. On

RFpét(Xc ) V) — [RFHK(XK 3 D)@]R;OBST)

obtient le théoréeme en remplacant Bqr par B:{R et By, par B, quitte & tordre par une puissance
du caractere cyclotomique. O

Remarque 6.4. — Le méme argument permet de démontrer le théoreme dans le cas ou
X est propre, mais 'argument est plus direct puisqu’on peut appliquer les théoremes de [48] a
la place de la proposition [6.3]
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PARTIE II. COHOMOLOGIE ISOTRIVIALE DE LA TOUR DE DRINFELD

7. Le demi-plan p-adique et sa tour de revétements
7.1. Le demi-plan p-adique

On note C = Qp le complété d’une cloture algébrique de @, et G := GL2(Q,). On rappelle
que le demi-plan p-adique est 'espace rigide analytique, ouvert admissible de IP’}QP, défini par

Ho, = P<1@p \PY(Qp).

On note H¢ = Hg, ®q, C l'extension des scalaires a C'. On note aussi 7: Hg, — I%p le
plongement naturel. L’espace rigide analytique Hg, est un espace Stein, puisqu’en effet, si I'on
note pour n € N
H, =Py \ |J Blan),

z€PY(Z/p")
ou B(z,n) est la boule ouverte centrée en z et de rayon p™", i.e. si T = ag + -+ + app" a
pour réduction x € Z/p", les C-points sont B(z,n)(C) = {z € C | v,(T — z) > n} et si
¥ a pour réduction =1 € (Z/p") alors B(z,n)(C) = {z € C | vy(F71 —271) > n}. On a
alors Hg, = lim Hy,. Ainsi, les espaces des sections globales O = O(Hg,) = @nO(Hn) et
Ol = Ql(HQp) sont des espaces de Fréchet. On note z € O la coordonnée naturelle de IP’}@P.
L’action naturelle de G sur ]P’(bp est donnée sur z par

a b ca dz —b
= 5 - 2= .
g c d g a—cz
Cette action se restreint en une action sur HQp et munit @ d’une action linéaire de G. Soient

k,m € Z des entiers, on définit O{k, m} comme Q-représentation de G de sorte qu’en tant que
Qp-espace vectoriel topologique O{k, m} = O muni de l'action de G donnée par

(7.1) feOo{k,m}(Hg,), (g9*f)(z)=7j(zg) "det(g)™f(g-2),

ou j est le facteur d’automorphie donné pour g = (CCL Z) par j(z,9) = a — cz. On a par
exemple, Q! =2 0{2,1}.

7.2. L’espace de Drinfeld

7.2.1. Op-modules formels spéciauz. — Soit D 1'algebre des quaternions non scindé sur Q,,
i.e. 'unique corps gauche tel que invg,D = % On note Op C D l'unique ordre maximal et on
fixe wp € Op tel que w? = p. Si 'on choisit un plongement Qp2 = D, ou Q)2/Q) est 'unique
extension quadratique non ramifiée, on a D = Q2 [wp] et Op = Zy2[wp]. On note G := D* le
groupe des inversibles de D.

Soit S un schéma formel sur Spf(Z,). Un Op-module p-divisible sur S est un groupe p-
divisible formel G sur S muni d’une action de Op, i.e. muni d’un morphisme ¢: Op — Endg(G).
En particulier, Lie(G) est un Z,» ®z, Os-module et on dit que G est un Op-module formel spécial
si Lie(G) est un Z,» ®z, Os-module localement libre de rang 1.

En suivant [45 3.58], on explicite maintenant le module de Dieudonné d’un Op-module
formel sur F,, qui est unique & isogénie prés d’aprés [45, Lemma 3.60]. Rappelons qu’on note
Z, = W(F,), l'anneau des entiers de Q, := @ , le complété de l'extension maximale non-

ramifiée de Q, qui est muni d'un automorphisme de Frobenius noté o. Posons le Zp—module
Mt = 0Op ®z, Zp, muni de V = wp @ 0 L.

Ces données définissent un groupe p-divisible qui est naturellement un Op-module formel spécial
sur F,, que 'on note G. L’isocristal associé est M = M™T ®z, Qp = D ®q, Qp, muni du
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frobenius F = wp ® o. Cet isocristal est muni d’'une action de G qui s’identifie au groupe des
automorphismes Op-invariants (cf. [45L Lemma 3.60]).

7.2.2. L’espace de Drinfeld. — Soit Nilpzp la catégorie des Zp—algébres telles que p est Zariski-
localement nilpotent. On définit un foncteur

X un Op-module formel spécial sur R

p: G ®p, R/p --» X ®r R/p une quasi-isogénie Op-linéaire

D’apres [45, Proposition 3.63], ce foncteur est représentable par un schéma formel p-adique sur
Zp, que l'on note .#p,. Alors, .#p, est muni d’une action naturelle de G par précomposition.
Cette action est donnée pour g € G sur les R-points par (X, p) — (X, pog). On peut décomposer
Mp; suivant la hauteur de la quasi-isogénie

%Dr — |_| %Dr[Qn]a

neL

ol les composantes sont isomorphes et définies sur Zp. L’action de G sur les composantes
connexes est donnée pour g € G par n — n + v,(det(g)). On a une donnée de descente & Z,
qui est définie par la multiplication p: .#p;[2n] — #p;[2n + 4] vu comme élément du centre de
G. Le quotient . #p, := #p,/p” admet un modele sur Zy. On note MODr la fibre générique de

Ay [0] et M%r la fibre générique de .#p, puis on note MY, := MOD]r ®q, C et MY, = I\V/IODr ®q, C
leur extension des scalaires & C. Notons que M? =2 MY  ce qui permet d’exprimer le
Dr neZ ~*"Dr
quotient PMY = MY p% & partir de deux copies de MY, . De plus, M9 admet un modele sur
Dr Dr Dr Dr
Q, que l'on note "M% et PM% =M% ®¢ C son extension des scalaires a C.
p Qp c Qp ©Qp

7.2.3. La famille universelle. — L’espace .#p, est muni d’une famille universelle Gp, — #p;
qui est un Op-module formel spécial sur .#p, muni d’une quasi-isogénie Op-linéaire universelle

ppr: G ®F, OﬂDr/p -+ Gpr ®O/,[Dr (’){///Dr/p

Le module de Tate de ce groupe p-divisible universel définit sur M%r un Zy,-systeme local étale

noté Vy, == T,(Gpy) (cf [3.2.3). D’apres le lemme il définit un Q,-systeme local étale,
noté Vp, = V,(Gp:) qui est isotrivial de ¢-module associé M[—1] et de poids de Hodge-

Tate 0 et 1 (chacun de multiplicité 2). Notons que comme ’action de g € G est donnée par
(Gpr, por) — (Gpr, P01 © 9), Vﬁr est muni d’une structure G-équivariante, et donc Vp, aussi.
On a un morphisme des périodes w: MOC — }P’}J qui est un plongement d’image ’ouvert
admissible Ho C P}, d’apres le théoreme de Drinfeld (cf. [29], [45, Theorem 3.72]). Ainsi, on a
des isomorphismes MOC > He et ? MOC = He UHe. Ce morphisme est caractérisé par la propriété

(7.2) Zp2 ®Zp 7'('*0]}»1(1) = Lie %y

ot Op1(1) est le fibré en droite ample usuel de la droite projective et Lie %p, est le Z,» ®z, O-
module inversible donné par I’algebre de Lie du Op-module formel spécial universel.

7.3. La tour de revétements. —
7.3.1. Définition. — Soit n > 1 un entier, la famille universelle définit un revétement étale
Goe[@hle — MY (cf. [6], (13.2)]). On définit le n-iéme étage de la tour de Drinfeld par

& = Gor[wple \ Gor[@py e — M.
En terme de probleme de modules : posons V];rr = Op, l'espace M. classifie alors les isomor-
phismes Ofj-équivariants entre Vgr J o] et VJISr Jwp. D’apres [49], il existe un espace perfectoide
1\7[go tel que 1\7[gO ~ @n & et MOCO tel que 1\71%0 ~ @n 1\712 Le revetement M@ — M% a pour
groupe de Galois Ofj/(1 + wOp) et on obtient un diagramme
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My —— M

AN

MY, b, MY —— PL
Le Qp systeme local étale isotrivial Vp, se définit sur M de la méme maniere que précédemment.

Sur MC, le systeme local Vp, devient trivial. On note simplement MC et M les systemes
projectifs que 'on distinguera des espaces perfectoides complétés correspondant On appellera
abusivement ces systeémes projectifs des tours (de revétement) et c’est eux dont on veut calculer
la cohomologie. La tour de revétements 1\7[°C° est muni d’une action de G x G.

Comme précédemment, on définit le quotient "M, = V &/ p% qui admet un modele sur Qp
que 'on note pM&p et qui définit une tour de revétements pM(‘éf; de pr)Qp. Ainsi, on obtient une
action de #(,, ce qui défini finalement sur le systéme projectif PMg une action du produit

G =W, x G x G.

On peut définir une action de #g, sur MOCO qui donne l'action décrite sur son quotient PM¢, et

définit ainsi une action de G tout entier sur MOCO : il suffit de remarquer que le carré du frobenius
décrit la donnée de descente effective (cf. [45, Theorem 3.72] et [45, Theorem 3.49]). On note
o = (’)(I’M(%p) qui est une Qp)-représentation de G' x G. De méme que pour le demi-plan, on

définit pour k£ > 0 un entier et m € Z la représentation O"{k, m} : en tant que Q, [G]-module
topologique on pose O"{k,m} = O", et on définit I’action de g € G pour f € O™ par

a b . _
o= (0 0) €6 (@) = i) dento)" flg ),
olt 'on note 7: PMf = — Hg, la projection naturelle et j(z,9) = (a — cm(2)) € O le facteur
d’automorphie. L’action considérée a un sens puisque O™ est naturellement un O-module.

7.3.2. Composantes connexes. — Décrivons les composantes connexes de 1\7[000 Rappelons que,
d’apres Strauch (cf. [52]) on a une surjection Mg¥ — Z) donnant les composantes connexes de
la tour. Plus précisément, si 'on choisit un générateur de Z,(1), on obtient un isomorphisme

mo(M¢) = Isom(Zy, Zy(1)) = Z;.
Ainsi, on en déduit un isomorphisme WQ(M%O) = Q, et une surjection MOCO — Q. Comme G
opere sur 1\7[000 cette action induit une action sur Q.. Si I'on note, comme dans I'introduction,
v: G — Q, le morphisme donné pa

(.9.9) — rec(0) ® det(g) ™ ® nrd(g),
alors G opere sur Q; par multiplication par v. De plus, on introduit les groupes
Gt =v Y Z)), G°:=kerv.
Alors, GT stabilise M et G° stabilise les composantes connexes.
Le lemme suivant résume ces observations, déduites de [52, Theorem 4.4] :

Lemme 7.1. — Soit L/Q, une extension finie. En tant que L-représentation de G,

H(é)t(MOCO§ L)= Indg+Hgt(M%°; L).
De plus,

HeME L) = D (xov)
X:Z;HLX

ot la somme directe porte sur l’ensemble des caractéres lisses de Z, a valeurs dans L*.

(12)Rappelons que le morphisme de réciprocité est normalisé de sorte & ce que le frobenius arithmétique soit
envoyé sur p.
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Remarque 7.2. — 1. Dans cette remarque, a partir du résultat pour Hgt = Hgt(MOCf; ),
on va expliquer que tous les caracteres lisses de Q; apparaissent en sous-objet de Hgt =
Hgt(ME?; ) Notons que comme G/GT = p% via v, Iinduction Indg+Hgt s’identifie aux
fonctions sur Z a valeurs dans Hgt et méme, puisque ce dernier n’est constitué que de ca-
ractéres, on a un isomorphisme

G0 A 0
Hg, = H Hy

1€EZ
ou 'action de G décale les facteurs. On en déduit que l'inclusion diagonale Hgt — ﬁgt est

stable par G. On peut tordre cette représentation par les caracteres de pZ pour finalement
obtenir une inclusion

0
@ (x ov) — Hg,
X: QX —Lx
ou la somme a gauche porte sur I’ensemble des caracteres lisses y: Q; — L*.
2. Dans la description précédente, I'inclusion H(é)t — H(é]t stable par G n’est pas I'inclusion natu-
relle donnée géométriquement. Le méme phénomene apparait pour l'inclusion du caractere
trivial lov — H(é)t qui n’est pas donné par la projection sur une composante connexe ; cette
derniere n’est pas stable par G*.

3. Comme on travaillera surtout avec PM, notons que 'on a
0 . 0 . _ 110 0
PHg, = Hét( PME ) = Hg, ® Hgy ® (x20v)

ot x2: Q; — L* est l'unique caractere quadratique non-ramifié, i.e. x2(p) = —1. Comme

pour le point précédent, 'inclusion Hgt — pH(é)t de la décomposition n’est pas donnée

géométriquement par une projection.

Le lemme|[7.T] ainsi que le second point de la remarque nous permet de décomposer les groupes
de cohomologie étale suivant les caracteres qui apparaissent dans le ﬁgt, comme on le fera au

paragraphe
7.3.3. Le L-systéme local universel. — Soit v1: G x G — Q, la restriction de v a G x G. On
note V := Vp; ®q, L - \1/1|}D/ 2 qui définit un L-systéme local isotrivial sur la tour pM@; et on
définit
SymV = @Vk, V), = Sym% V.
k>0

On note D l'isocristal associé a V qui est un L-espace vectoriel. Le formalisme Tannakien fait
de D une L-représentation de G x GG. De plus, si on pose

SymD := @Dk, Dy = Symlz D,
k>0

alors, Dy, est 'isocristal associé a V; et on peut considérer SymID comme l'isocristal associé a
y N . = v k/2
Sym V. D’apreés le paragraphe(7.2.3} on a bien Dj, ®q, Q, = Symgp M[—k]®q, L- |1 ]p/ . Notons

que Sym V définit aussi un L-systeme local isotrivial sur 1\7129 et sur M¢¥ mais I'isocristal associé
est alors Sym D ®q, Qp-

8. Représentations de G et G

Rappelons que I'on note G := GL2(Q)), G:=D*et L/ Q, une extension finie assez grande
(i.e. contenant les extensions quadratiques de @,). On note finalement B C G le sous-groupe de
Borel des matrices triangulaires supérieures et T' C B le sous-groupe des matrices diagonales ;
on a un quotient naturel B — T
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8.1. Représentations (localement) algébriques. — Rappelons que pour H un groupe p-
adique et V une L-représentation de H, un vecteur v € V est dit (localement) algébrique si
Papplication orbitale h +— h - v est une fonction (localement) algébrique sur H. Si, comme
dans les cas qui nous intéressent, H est I’ensemble des QQp-points d'un groupe algébrique, ces
représentations algébriques proviennent directement des représentations du groupe algébrique
sous-jacent. Les représentations que l’on va introduire ne sont localement algébriques mais se
sont simplement des tordues de représentations algébriques par un caractere lisse.
On définit les poids réguliers comme ’ensemble

Pi={(\1,22) €Z* | Xg > M1}
On pose de plus P, C P I’ensemble des poids réguliers positifs, i.e. les A = (A1, \2) € P tels que
A1 = 0. Pour A € P, posons w(A) = A2 — A1 € Net [A| = A2 + A;. Pour k£ > 1 un entier, K/Q,
une extension finie de @, on note simplement Syml}( = Sym’;( K?, la puissance symétrique
k-ieme de la représentation standard de GLa(K).
8.1.1. Représentations algébriques irréductibles de G. — Soit A € P. On définit une L-
représentation de G par

[A[=1

Wi = Symy V! @ detM @y |det|, 2

C’est une L-représentation localement algébrique irréductible de G. Rappelons que Sym} =
Lef @ Lej et pour g € G on a

(8.1) g:(ccl Z), g-ep=aey+cey, g-e] =bey+ de.

Ainsi, une base de W est donnée par {(ef)"(€})? }itjmw(n)—1- On note W) le dual de Wy qui a
pour base {(e0)’(e1)” }i+j—w(n)—1 €t qui est construit & partir de (Symi)* = Qpeo & Qpe;. Pour
geGona

a b 1 1
= ceq = deg — b e = ——(—ceg +
g (c d)’ g e det(g)( 0 ) g det(g)( ce + aex),

On remarque que W5 = Wy« ot \* := (1 — A9, 1 — A1) ; en particulier w(A) = w(\*).
8.1.2. Représentations algébriques irréductibles de G. — On a un isomorphisme
D ®Qp L= MQ(L),

ce qui fournit un plongement G < GLy(L) et permet de définir Sym?, la standard, comme
L-représentation de G. Remarquons que sous cet isomorphisme la norme réduite s'identifie
au déterminant. Ainsi, pour A\ € P, on définit une L-représentation localement algébrique
irréductible de G par

[A=1

W)y = Symg(/\)_l @rnrd @ [nrd, 2,

et on note W/’\" son dual (on a inversé les conventions par rapport a G). On a toujours Wi = Wy

8.2. L’isocristal de Drinfeld. — Rappelons qu’au numéro on a introduit SymD
comme l’isocristal associé au L-systeme local SymV qui a naturellement une structure de
L-représentation localement algébrique de G x G. Le but de ce numéro est de décrire cette

représentation. On commence par factoriser D, puis on décompose Sym D a 'aide de foncteurs
de Schur.

8.2.1. Fuctorisation de D. —
Lemme 8.1. — Soit L/Q, une extension finie contenant une extension quadratique de Q, et
p=1(0,2) € Py. En tant que L-représentation de G x G on a

D=eW,®L Wp.
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Démonstration. — Vial'isomorphisme D®gq, L = Mz(L) on obtient deux actions (I'une & gauche
et 'autre & droite) de GLa(L) qui commutent. Ces actions se restreignent en une représentation
de G x G via le plongement de ces groupes dans GL2(L). Maintenant, si V' est un L-espace
vectoriel de dimension finie, Endz (V) = V ® V* et 'action de GL(V') x GL(V) est a gauche sur

le premier facteur V' et a droite sur le second facteur V*. En ce sens, I'isomorphisme Endy (V') =
V ® V* est GL(V) x GL(V)-équivariant. Ceci nous donne le lemme en prenant V = L? et en

tordant par |1/1|Il,/2 = |det™!' ® nrd|11,/2. O
Remarque 8.2. — Ce résultat peut aussi se démontrer a la mains en utilisant une base

adaptée (cf. [54]). Donnons une derniére interprétation de ce résultat en terme de théorie de
Hodge p-adique. On reprend les notations du numéro Rappelons qu’a isomorphisme pres,
il existe un unique groupe formel de hauteur 2 et de dimension 1 sur I, ; notons le H. Soit

N7 le module de Dieudonné de H et N l'isocristal associé. Alors NT 22 Op ®Zp2 Zp muni du
frobenius F = wp ® 0. Ainsi,

M" = Op ®gz, Z, = Op ®z,, (Z2 ®z, Zy) = Op @z, (Zy x Z,) 2 NT @ N*.

De ce petit calcul on récupere plusieurs conséquences :

e On a un isomorphisme G = H x H de groupes p-divisibles.

e Fn inversant p, on peut écrire M (Sym(l@p)* ®Q, N, ce qui muni M d’une action de G. Le
calcul montre que cette action coincide avec ’action par automorphisme.

e La description de N* permet de retrouver que les automorphismes de H sont Op. On obtient
que Op agit diagonalement sur M+t = Nt & NT et on recupeére que 'action par G sur les
composantes N est la standard.

En conclusion, M & (Sym(bp)* ®qQ, N comme @p—représentation de G x G et on a montré que

M ®q, L - |V1|11>/2 = (W, ®r Wp) ®Q, Qp-

on renvoie a [32, Théoréme 8.1.5] qui résume la théorie de Hodge p-adique des Op-modules
formels spéciaux.

8.2.2. Décomposition de l’isocristal. — On veut maintenant décomposer Sym D. Commencons
par quelques rappels sur les foncteurs de Schur. Soit K un corps de caractéristique 0, pour tout
entier k > 0 et toute partition x4 - k on a un foncteur de Schur S, : Vectg — Vectx qui permet
de construire les représentations irréductibles du groupe symétrique &, et les représentations du
groupe général linéaire. Les partitions de k sont représentés par des diagrammes de Young. Pour
plus de détails sur ces constructions et le résultat qui va suivre, on renvoie a [36, Lecture 6].
Soient V' et W deux K-espaces vectoriels. Alors d’apres [36, Exercice 6.11], on a

Symf(V @ W) = S,V ®x S, W,
pk

ol la somme porte sur I’ensemble des tableaux de Young u tels que le nombre de lignes
de p est inférieur & dimg V et a dimgx W, i.e. on considére les partitions en au plus
min{dimg V,dimg W} entiers. De plus, pour V un K-espace vectoriel de dimension 2 et

p= (p1, p2) on a
SuV = Sym" 72V @ deth?.

Combiné au lemme Bl on en déduit le résultat suivant :

Corollaire 8.3. — En tant que L-représentation de G x G, on a

SymD = @ Wy ®r W)\.
AEPL

De plus, pour k € N, Dy = @I/\I=k’+1 Wy ®r Wi.
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8.3. La série spéciale et la Steinberg

8.3.1. Définitions et dévisages. — Rappelons qu’une L-représentation de Steinberg de G est
construite & partir des fonctions d'une certaine régularité sur P1(Q,) a valeur dans L dont on
prend le quotient par le sous espace des fonctions constantes.

On définit la Steinberg lisse sur L par

St7° == ¢ (P'(Qp), L) /L.
C’est une L-représentation lisse de G de type LB (limite inductive de Banach) qui est

irréductible.
De méme, on définit la Steinberg localement analytique sur L par

St = ¢’ (PY(Q,), L) /L.
C’est une L-représentation localement analytique de G de type LB. Ce n’est pas une
représentation irréductible puisque St7° C Stla”rl Il s’avere que le quotient est irréductible et
qu’il s’interprete en termes de fonctlons sur le demi-plan p-adique. Plus précisément, le quotient

s’identifie au dual de (O/Q,) ®q, L. On va étendre ces constructions en poids supérieurs.
Pour A € P, on définit la Steinberg localement algébrique de poids A\ par

Sty = St @ Wy.
C’est une L- representatlon localement algébrique de G de type LB qui est irréductible. De
plus on note St~ I'unique extension lisse de la représentation trivial L par St7°, c’est-a-dire
St™ =Ind§(| - [, ®| - [; 1), et on définit

Sty® = St @, W,
C’est aussi l'unique extension localement algébrique de Wy par Stla 8. C’est une L-représentation
localement algébrique de G de type LB qui a deux composantes de Jordan-Holder.
Soit A € P. Pour tout i € N, notons z' le caractere algébrique Q) — L™, a +— a'. Posons
[Al=1 [Al=1
By = Ind%(zM @ 22 V8 @ [det|, 7, B :=Ind§(z*? @ 2N~ @ |det|, 2

Ce sont des L-représentations localement analytiques de G de type LB, B est irréductible
et WY C By ([14, Remarque 2.2]), qui n’est donc pas irréductible. On définit finalement la
Steinberg localement analytique de poids \ par

Stn .= By /W5,

C’est une L-représentation localement analytique de G de type LB. Notons que StlaLn n’est pas

isomorphe & St @, W3 mais qu’on a une inclusion naturelle Stian < Stlan g W3 qui identifie

Stla“ a la sous-représentation de Stlan — Stlarl ®r W5 de méme caractere infinitésimal que Wy

A A

(c’est-a-dire que Stian
Stlem).

On note ExtlL[(—;] le groupe des extensions dans la catégorie des L-représentations localement

analytiques de caractere central ﬁx D’apres [14] Proposition 2.6] et [14], Théoréeme 2.7] on
obtient le lemme suivant :

est obtenue & partir du foncteur de translation de poids A appliqué a

Lemme 8.4. —

01
0 0

1. L’action par dérivation, donnée par l’élément ut := (

) € g de l'algébre de Lie de G,

nduit une suite exacte

w(\)
0 — St'8 — stlen D"V pr .

tlan

En particulier, StY" a deux composantes de Jordan-Holder.

(13)Gi ’on note ¢y : Q) — L* le caracteére central de W5 et St}", un petit calcul montre que ¢(a) = w(a)*~* ot
w: Q) — L™ est le caractere cyclotomique défini par w(a) := alal.
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2. On a un isomorphisme naturel Hom(Qy, L) = ExtlL[é](W;f, Sty

Le membre de gauche de cet isomorphisme est de dimension 2 sur L, engendré par la va-
luation p-adique v, et le logarithme log normalisé par log(p) = 0. La base (v, log) donne une
identification P(Hom(Q, ', L)) = PY(L) = L U {oo} définie par av, + blog — —g, ce qui permet
de définir pour £ € LU {oo} = P!(L) une représentation localement analytique de type LB que
I’on note Z‘é et qui est par définition contenue dans une suite exacte de L-représentations de G
non scindées

0 — St — ) - Wy = 0.
En particulier, Ei‘: a trois composantes de Jordan-Holder. Rappelons de plus que 22 est la
représentation localement analytique construite par Breuil dans [8] ou il démontre les résultats
suivants :
Lemme 8.5. — On a,
e End,(2}) = L,
o si (N L,x)# N, LX) alors

2 ® (x odet) % IY @ (} odet),
ot X, X : Qp — L™ sont des caractéres lisses,

~lal
o les vecteurs localement algébriques de Ei‘: sont Stl/\alg si L #£ oo et St;g si L = o0.

8.3.2. Dualité de Morita. — La dualité de Morita donne un isomorphisme explicite entre les

formes différentielles sur le demi-plan p-adique et les distributions localement analytiques sur

I’espace projectif. Plus précisément, on a un isomorphisme topologique G-équivariant (St}f‘n)/ ~

Ol ®q, L = 0{2,1}, donné explicitement par le noyau de Poisson
dz

8.2 e (St —
52 ne (S7) PH(Qy) # T

(),

ot1 I'intégrale & droite signifie ’accouplement entre la distribution y et la fonction 2 € P! (Qp) —
Zd_zx € Q! avaleurs dans les différentielles sur Hg, . Breuil a étendu cette dualité a la série spéciale
p-adique (cf. [8, Théoreme 3.2.3]). On aura besoin d’une version tordue de la dualité de Morita,
qui apparait chez Breuil (cf. [8, Théoréme 3.1.2]) mais aussi chez Dasgupta-Teitelbaum (cf. [23],
Theorem 2.2.1]). Nous énongons le théoréeme en utilisant le noyau de Poisson, pour lequel on

renvoie a [23], Proposition 2.2.6]. Soit A € P, notons (cf. (7.1)) pour les notations)

wy =0{1+w\),l - \}®L |det]1%w.

Proposition 8.6. — Soit A\ € P.. Alors on a un isomorphisme topologique entre L-

représentations de G, (Stljm)/ = wy donné par le noyau de Poisson

1

c (Sstlan)
ne () PLQp) # — %

().

Remarque 8.7. — Notons que comme les isomorphismes de Morita sont donné par la méme
formule, ils sont compatibles au sens suivant : si I’on tensorise par W), 'isomorphisme de Morita
(StlLan)’ ~ 0l ®q, L et que I'on restreint 'isomorphisme obtenue aux sous-espaces ayant méme
caractere infinitésimal que Wy, on obtient I'isomorphisme de la proposition [8.6]
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8.4. Préliminaires techniques

8.4.1. Cohomologie (continue) de GT(n) & valeur dans une induite (continue). — On note
Gt = 05, G* = ker(nrd), G(n) == 1+wBOp et G} (n) == G(n)NG" pour n > 1 (par convention,
on pose G(0) = Gt et G'(0) = G'). Dans ce numéro on utilise la cohomologie continue des
groupes, notés HY,, et on renvoie a Casselman et Wigner (cf. [10]) pour sa définition en terme
de cochaines continues. Le but de ce paragraphe est de démontrer la proposition suivante,
concernant la cohomologie continue d’une induite continue :

Proposition 8.8. — Soient n > 0 et k > 0 deux entiers. Alors
Hlt(é(n) ; Indgj Sym%p OD)

est un Zy-module de torsion p-primaire et de type fini. En particulier, il est annulé par une
puissance de p.

La preuve repose sur deux lemmes issus de résultats de Lazard (cf. [42]) que l'on utilisera
apres avoir appliqué le lemme de Shapiro continue (c¢f. [10, Proposition 3]). Le premier lemme
permet de montrer que la cohomologie est de p-torsion.

Lemme 8.9. — Soit H C G' un sous-groupe ouvert compact. Soit V une Qp-représentation
algébrique de H de dimension finie, alors

HY(H; V) =0.
Démonstration. — Premierement, on identifie 'algebre de Lie de G & D, ainsi, 1’algebre de Lie

de H est la méme que celle de G', qui est D' C D, la sous-algébre de Lie des éléments dont
la trace réduite est nulle. De plus, H est un groupe de Lie p-adique et V est a fortiori une
représentation localement analytique. Ainsi, d’aprés un théoréme de Lazard, [42] Chapitre V
Théoreme 2.4.9], la cohomologie de groupe est calculée par la cohomologie de ’algebre de Lie.
Plus précisément,
HY(H; V) =2 H'(D'; V).

Dong, il suffit de montrer que HI(D1 ; V) = 0. Or D! est une algebre de Lie semisimple et V
est une représentation de dimension finie. On utilise maintenant le théoreme de Whitehead (cf.
[39], II1. Theorem 13]) pour conclure que HY(D'; V') = 0. O

Le second lemme permet de montrer que le groupe de cohomologie en question est de type

fini.
Lemme 8.10. — Soientn > 0 et k > 0 deuzx entiers. Alors,
1 k

H{(G'(n); Symy, Op),
est un Zp-module de type fini.
Démonstration. — Notons S = Sym{f;p Op, H! == HY(GY(n); S) et S = S/wp = Sym{;p Fpe.

1.1 1 m

Alors H' = fm H Jwp™ (cf. par exemple [43, Corollary 2.7.6]) et

H'/wp = H(G'(n); 9).
On va montrer que H! /wp est fini. )

Supposons que n > 1, alors I'action de G'(n) est triviale sur S. Donc, pour montrer que
H'/wp est de dimension finie, il suffit de justifier que HY(G'(n); F,) est de dimension finie.
Mais d’apres un résultat de Lazard (cf. [42], Chapitre V, Théoreme 2.5.8]), comme G'(n) est un
groupe analytique p-adique compact et sans-torsion, ¢’est un groupe de Poincaré; en particulier
HY(G'(n); Fp) est fini et donc H' /wwp est fini dés que n > 1.

Sin = 0, _comme Gl/él(l) est un groupe d’ordre p + 1, donc premier a p, on a
H{(G'/G(1); S) = 0 pour i > 1 et la suite d’inflation restriction donne un isomorphisme

HY(G'; §) = HY(G'(1); ),

et on vient de montrer que le terme de droite est fini. Ainsi H! /cop est fini pour tout entier
n > 0.
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Finalement, d’apres le lemme de Nakayama, H! /cwp™ est un Z/p™-module, et donc un Z,-
module, de type fini engendré par dimg, Hl(G1 (n); S’) générateurs. On en déduit que H' =
. 1 m .

lim H"/wp™ est de type fini. O

On démontre maintenant la proposition [8.8
G(m)

Démonstration. — Notons S = Sym%p Op et I(m) = Indél(m)

S pour m > 0 un entier. On

commence par deux observations :

e On a I(0) = %O(Zlf ) Zp) ®z, S puisque S est un Zy-module libre de rang fini. De méme,
I(m) = €1+ p™Zy, Zp) ®z, S pour m > 1.

e On veut appliquer le lemme de Shapiro continue (¢f. [L0, Proposition 3]) pour obtenir

H(lzt(é(n) ; ](”)) = H}:t(él(n) ) S)-

Or, d’apres la Remarque (2) a (¢f. [10, Proposition 4]), il suffit de montrer que la projec-
tion G(n) — G(n)/G"(n) admet une section continue. Par I'application norme, G(n)/G"(n)
s'identifie & un sous-groupe de Z; et donc il suffit de montrer que la surjection Gt o
Z; = pp—1 x (1 + pZ,) admet une section continue. La projection sur le premier facteur
définie Gt — tp—1, qui admet une section continue car 1,1 est discret. Comme I’application
(1+ pZp) — 7Z, définie par u — /u est continue (car analytique), elle définie une section
continue pour la projection sur le second facteur G — (1 + pZ,).

Par le lemme HL(GY(n); S) ®z, Qp = 0 ce qui signifie que HL(GY(n); S) est de torsion p-

primaire et le lemme nous assure qu’il est de type fini. Ainsi HY(G(n); I(n)) est de torsion

p-primaire et de type fini, ce qui termine la preuve si n = 0. Supposons maintenant n > 1, on a

102 @ Ya+p"Z,, 2,) 02,5 G I

a€(Z/p")* a€(Z/p™)*
en tant que représentation de G(n). Ainsi, H(G(n); 1(0)) est de torsion p-primaire et de type
fini. O
8.4.2. Annulation d’un groupe d’extension localement analytique. — Commengons par motiver

ce que l'on va faire, quitte a sortir légerement du cadre de ce paragraphe. On introduit la
L-représentation Hz de G en Les vecteurs localement analytiques de Hi‘: ne sont pas
exactement Y ; ils ont une composante de Jordan-Holder supplémentaire dont on va montrer
ici qu’elle n’interviendra pas dans nos futurs calculs. Plus précisément, la L-representation
localement analytique 1a“1‘[2 de G a 4 composantes de Jordan-Hélder et on a une suite exacte
non scindée _
0— ¥} =y - BA -0,
~ A1

ott B i= nd(wz*>~! @ wlaM)n @ |det|, 7, avec w(z) = z|z| le caractére cyclotomique,
qui est une L-représentation localement analytique de G. On va montrer le résultat suivant :

Lemme 8.11. — Soit A € Py. Alors, dans la catégorie des L-représentations localement ana-
lytiques de G a caractére central fixzé

Exty (W, BY) = 0.

Avant de démontrer ce lemme on a besoin d'un peu de préparation. Dans ce numéro on
utilise la cohomologie localement analytique des groupes de Lie p-adiques, notés Hj , et on
renvoie a Kohlhasse (cf. [41]) et Schraen (cf. [50], Section 3]) pour sa définition en terme de
cochaines localement analytique. Comme nous manquons d’une référence donnant une formule
de Kiinneth (& coefficients) pour la cohomologie localement analytique, nous aurons recourt au
lemme suivant :

Lemme 8.12. — Soit H = Hy{ x Hs un produit de groupes de Lie p-adiques. et soit § =
01®02: H — L™ un caractére localement analytique. Supposons l'une des hypotheses suivantes :

1. Hy est un groupe compact localement Qp-analytique,
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2. Hy est le groupe des points Qp-rationnels d’un groupe réductif connexe défini sur Q,.

Alors, pour i > 0 un entier on a l'inégalité

dimy, Hi,(H; 6) < ) dimpH{, (Hy; 61) - dimg Hi, (H; 61).

11+ia=1

Démonstration. — L’inégalité découle de la suite spectrale de d’Hochshild-Serre (cf. , [41l, Theo-
rem 6.8]). L’hypothese (A) de [41], Theorem 6.8] est vérifié dans les deux cas : ¢f. [41], Theorem
4.4]) si 1) est vraie, cf. [41], Theorem 6.6] si 2) est vraie. O

Rappelons que que l'on note T' C G le sous-groupe des matrices diagonales que 'on voit
comme un quotient B — T du Borel des matrices triangulaires supérieures.

Lemme 8.13. — Soit §: T — L* un caractére localement analytique mais non algébrique (en
particulier non trivial), que 'on voit comme un caractére de B via B — T. Alors, pour tout
entier 1 2> 0,

iian(B; 5) = O

Démonstration. — Pour ne pas alourdir les notations, on note simplement H* := H}, pour la
cohomology localement analytique dans cette preuve. On commence par justifier qu’il suffit de
montrer que pour tout caractere localement analytique non trivial 6: T — L™, on a HZ(T; 5) =

0. En effet, d’apres [41], Theorem 6.8], on une suite spectrale d’"Hochschild-Serre qui s’écrit
By =H(T; W(N;¢)) = H(B; )

et en tant que représentation de 7', on a Hj(N; 5) = Hj(N; Qp) ®q, 0. Mais, en tant que
représentation de T, Hj(N ; Qp) est un caractere algébrique donc, par hypothese, Hj(N ; 5) est
un caractere non algébrique. Ainsi, il suffit de montrer que I'on a Hi(T ; 5) = 0 pour tout entier
1 > 0 comme annoncé.

D’apres le lemme comme T = (Q;f)z et que Q vérifie 'hypothese 2), en écrivant
d = 61 ® d2, on se ramene donc a montrer que pour tout caractere non trivial §o: Q — L™ et
pour tout entier ¢ > 0 on a

HY(Q; 5 do) =

Pour démontrer ce résultat, on décompose Q}f =pr. pp—1 - (L +pZp) =7 X pp—1 X Ly et le
lemme appliqué pour Hy = Z,;, puis pour Hy = (1 + pZ,), vérifiant tout deux I'’hypothese

dim; H(Q) ; d0) < Y dim H(Z; &) - dimy, H?(pp—15 60) - dimy, H®(Z, 5 ).
11+12+13=1
On analyse les termes un a un pour justifier que dans chaque terme de la somme, au moins 'un
des groupes de cohomologie s’annule.
e On a H“(Z (50) = 0 pour i1 > 2 ou pour tout entier i1 > 0 tel que dp(p) # 1.
e On a H”(/Lp_l; 50) = 0 pour i3 > 1 puisque les représentations de groupes finis en ca-
ractéristique zéro sont semisimples, puis HO(,up_l ; (50) =0si 50| B #1
e On a H ?’(Zp7 50) = 0 pour i3 > 2, ou pour tout entier i3 > 0 tel que (50‘(1+ Z,) # 1.

Puisque §g # 1, 'une des restrictions considérées n’est pas triviale, donc I'un des trois groupes
de cohomologie est toujours nul ce qui permet de conclure que HZ( b 50) = 0 pour tout entier
12 0. O

On peut maintenant passer a la démonstration du lemme [8.11

(91, hypothése (A) de [41, Theorem 6.8] est vérifiée pour 7' d’aprés [41], Theorem 6.6].
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Démonstration. — D’apres le lemme de Shapiro (¢f. [50, Proposition 3.4]) on a
~ (A1
EXtL[G}(W; , BY) 2 H} (B; Wy ®p (wr ' @w la™) @ |det], * ),
ou la cohomologie a droite est la cohomologie localement analytique de groupes. Or, en tant que

représentation de B, Sym“’(’\)_1 est une extension successive de caracteres algébriques et donc
[A[=1

Wy ®r (wr2 ! @ w™laM) @ |det|, 2 est une extension successive de caracteres localement
algébriques dont la partie lisse n’est pas triviale. Ainsi, il suffit de montrer que pour tout entier
i > 0 et pour tout caractére localement algébrique non trivial 6: Q; — L™ on a

(B3 8) =

lan

Or, c’est le contenu du lemme [8.13] ce qui conclut la preuve du lemme. ]

9. Calculs de cohomologie

Le but de cette section est de décomposer les différentes cohomologies isotriviales de la tour
de Drinfeld suivant les poids pour se ramener a des opers dont on sait maintenant calculer la
cohomologie (cf. la premiere partie). On traitera aussi des torsions par des caracteres lisses qui
apparaissent au travers des composantes connexes.

9.1. Décomposition des cohomologies

9.1.1. Rappels des définitions. — Faisons quelques rappels tout en introduisant de nouvelles
notations. On a la tour d’espaces rigides MOCO muni d’'une action de G = #g, x G X G. Son
quotient par p € G, noté PMg, est la somme de deux copies de M¢¥ et ce dernier est uniquement
muni d’une action de G* = yfl(Z;). Sur ces différentes tours, on définit le L-systeme local

V = Vp; ®q, L - |V|;19/ 2 o Vpr est le module de Tate rationnel du Op-module formel spécial
universel. Le module de Tate Vgr définit un réseau VT et on pose

SymV = @ Symy V, SymV*t = @ SymléL V.
k>0 k>0
On définit la cohomologie étale de Sym V(1) comme étant la somme directe des cohomologies
étales des Sym% V(1). Soit

HY, = HE(ME 5 Sym V(1)) = P lim HE (M ; Sym§, V(1)) €0, L.
k>0 ™

De fagon similaire,
HY = HE(ME; SymV(1)), PHY =PH, = HL(PM¥ ; SymV(1)).

Ici, ﬁit et PHY, (resp. HY,) sont des L-représentations de G (resp. GT). De méme, les cohomo-
logies proétales sont définies par

Hlg = Hi(ME ; Sym V(1 @@Hpet M ; Symf V(1)),
k>0 1

et de fagon similaire

H!. =H!

per = Hpeo( M ; Sym V(1)), PHL = le s = Hpet(pM%o; SymV(1)).

pét —

De méme, H!,, PH!  (resp. Hpet) sont des L-représentations de G (resp. GT). Pour les coho-

pét pét

mologies de de Rham et de Hyodo-Kato on va surtout utiliser ? M‘X;, comme on a besoin d’un
modele sur une extension finie de @, pour appliquer ce qui a été développé dans la premiere
partie. On associe & V un fibré plat filtré £ = (£, V,Fil) et comme V est fortement isotrivial

de fibré associ¢ D on obtient que £ = D ®g, O (on note temporairement O™ le faisceau
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des fonctions sur pM&p) et V = id ® d. Le fibré associé a SymIZV est donné par la puissance
symmétrique k-ieme de £. Ainsi, on définit
Sym¢& = @ Symbe £, SymD = @ Sym% D,
k>0 k>0
et
PHip = @D lim Hip(PMg, ; Symén €),  PHig = @D lim Hi("Mg, 5 Symj D).
k>0 ™ k>0 ™

se sont des L-représentations de G (ot #{, agit trivialement) et PH} 2P Hcl1R par isomorphisme
de Hyodo-Kato. De plus, PHy; est muni d'une filtration L[G]-stable et PHi est muni d'un en-

domorphisme L-linéaire ¢ et d’'une monodromie, qui s’avere étre triviale (c’est un 1-morphisme
non trivial vers H%K comme on le verra en [12.3.3)). On définit aussi

PHip == @ lim Har(PME ; Symon €),  PHirg == @) lim Hig(PMZ 5 Symj D),
k>0 T k>0 T
ou le fibré plat est définit de la méme fagon. Alors pﬁéR &~ pHéR ®q, C qui est donc un un

- <1
C-espace vectoriel muni d'une action de G et d'une filtration L[#g, x G]-stable; PHyx =

PHpk ®q, @p est un L ®q, @p—espace vectoriel, muni d’une action de G et d’'un endomorphisme
o-linéaire. Notons que #g, n’agit plus trivialement et I'isomorphisme de Hyodo-Kato s’écrit

IjIhK ®p, Cc= ﬁéR. Les définitions de ﬁéR et IrI%IK se font a partir de 1\7[89 puis Hip et Hiy se
font a partir de M ; elles sont tres similaires et ne seront pas détaillées.

9.1.2. Torsion par des caractéres lisses et composantes connexes. — On va utiliser la
décomposition de Hgt (¢f. lemme | pour se débarrasser des caracteres et se restreindre
au calcul des PH! (voire H)) pour le reste de 'article.

Lemme 9.1. — Pour x = {ét, pét, dR, HK} on a :
H! = Indg, HL,

H,= @ H,

X:Z;;—>L

ou l'induite est continue, et

ot la somme porte sur les caracteres lisses x: Z, — L*. De plus, Hl[x] 2 HI[1]® (xov) ou 1
désigne le caractére trivial.

Remarque 9.2. — 1. Pour x: Qf — L* un caractere lisse on pose Hi[x] := H}[1] ® (x o).
En utilisant le premier point de la remarque on obtient un plongement G-équivariant.

P Hlx] — HL
X: Q; —L
Donc en tant que L-représentation de G, le socle de Iuﬂ est contenu dans le membre de gauche.
2. On déduit de la remarque précédente qu’on a
PHI = H! @ (1@ x2) o v
olt x2: Q) — L™ est le caractere non-ramifié d’ordre 2.
Lemme 9.3. — Soit x € {ét, pét,dR, HK}.

1. On a une inclusion pﬁi — HL qui identifie PH. aux vecteurs fixés par p € G vu comme
élément de G ou G. En d’autres termes, si W est une L-représentation de G tel que p € G
agit trivialement, alors

HOHUHQ(W/,ﬁi)::}ﬂHanKVV,pﬁiy
2. Soit x: Q) — L™ un caractére lisse, et W une représentation de G, alors

Hom (W, H}) & Homyg(W @ (yov), H}).
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Démonstration. — La second point du lemme est une conséquence immédiate du premier point
de la remarque puisqu’elle implique que Ijll QKXY = Ijll On démontre la premiere partie du
lemme. Pour éviter toute confusion, notons [p] 'endomorphisme de Plek induit par p € G. On
écrit la suite spectrale de Hochschild-Serre pour le recouvrement 1\71%? — PMg, qui donne, en
bas degrés, une suite exacte

0 — H'(p”; Ijlg) —PH! - (ﬁi) r=t — H(p”; I:IB)

Dong, il suffit de montrer que H(p?; PIQ) = 0 pour tout entier ¢ > 0. Or, I:IQ = fIgt et comme
ﬁgt = Indg+ HY, d’apres le lemme c’est un L[p”]-module acyclique. Donc

H(p"; H)) =0,
ce qui prouve la premiere partie. O

Le lemme précédent permet, en tordant par un caractere, de ramener le calcul des multiplicités
dans H! au calcul des multiplicités dans PH. ; on met cet énoncé sous forme d’un corollaire :

Corollaire 9.4. — Soit x € {ét,pét,dR,HK} et soit W une L-représentation absolument
irréductible de G, alors il existe un caractere lisse x: Q) — L™ tel que

HOII]L[G}(W , Iin) = HOIIIL[G](W (029 (X o V) , ijI}()

9.1.3. Décomposition du systéme local. — Le but de ce paragraphe est de décomposer le
systeme local suivant les différents poids. On commence par observer que le corollaire donne
une décomposition de SymD et donc du fibré Sym¢&,

SymD = @ Dy®r Wy, Symé = @ Ex @1 Wi,
AEPy AEPy
ou
e ) est un ¢-module sur Q,, mais aussi un L[G]-module isomorphe & W),
e &)\ est un fibré plat filtré G-équivariant, tel que &, = O™ ®q, W) en tant que fibré G-

équivariant, muni de la connexion V = d ® id et de sa filtration de Hodge induite par la
puissance symétrique.

Le théoreme de reconstruction des systémes locaux isotriviaux (cf. la proposition [3.9) nous
donne directement :

Proposition 9.5. — Pour tout A € Py, il existe un L-systeme local fortement isotrivial Vy,
G-équivariant et tel que
SymV = @ Vi ®r1 W)\.
>\€P+

De plus, en notant p € Py le poids p = (0,2) ce systéme local est donné explicitement par
Vy = Squ}f(/\)*1 V,®rL det™.

Finalement Dy = D(V)), Uaction de ¢ sur Dy est telle que ¢*> = p'~ et Dy = D 0,uw(a)[=A1]
en tant que p-module.

Démonstration. — En utilisant la décomposition selon les poids, il suffit de montrer V =
V, ®r W, en tant que L-systeme local. Rappelons que V est muni d’une action de Op dont la
trivialisation G'-équivariante fournit la tour de revétements étales M — M%. Pour Z un point
géométrique de MZ, cette tour définit le morphisme m (M%,Z) — G (n) et la fibre de V en z
est décrite par
V(z) 2 D®g, LEW,®W,.

Donc V=V,® U ou U est un L-espace vectoriel correspondant a un systeme local trivial et
V,(Z) = W,. 1l reste & montrer que D(V,) = W, ou, de maniére équivalente, que U = W),.
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Supposons le contraire, i.e. D(V,) = Wp. Alors le fibré plat filtré associé a V, est Wp L
O"®q,C et comme sa filtration est G-équivariante, celle-ci est constante. C’est une contradiction

puisque V, n’est pas un systeme local trivial. ]
Remarque 9.6. — La proposition (ainsi que sa preuve) peut porter a confusion puisqu’on

pourrait rétorquer que <« I'action de G*(n) sur V, ne peut pas étre triviale puisque c’est I’action
du m; et que le systeme local n’est pas trivial »>. Or 'action du 7 sur le systeme local est
bien triviale (par définition) mais ne l’est pas sur les fibres. Le systéme local V est muni d’une
action de Op qui permet d’expliciter 'action du 7y sur les fibres géométrique de V mais ces
deux actions sont différentes. La différence apparalt puisque le 7 agit sur les trivialisation du
systeme local alors que Op agit sur le systeme local.

On pourrait aussi rétorquer que < comme le frobenius sur D(V) est défini a partir de l'action
de Op et comme 'action de Op est triviale sur D(V,), c’est un isocristal trivial >. L’erreur dans
cet énoncé provient une fois de plus de la différence entre 'action du m; et 'action de Op : c’est
I'action du 7 qui définit la structure d’isocristal sur D(V,).

Cette décomposition permet de factoriser la partie algébrique de Paction de G et de réduire
le calcul de la cohomologie du systeme local . On note pour A € Py

IjI%\t = Hét(l\ufl%", V(1 )) pH%\t = Hét( PM¢ V/\(l))
HA & = Hpet(MC ; Va(1)), pHA ét = Hpet( ME 5 V(1))
Hjp = HdR(MOCOv &x), PHAR == Hig("MG ; &)
Hiyi = Hip(MF ; D),  PHiyg = Hipge(” Mg ; D)
On a préféré la notation H) a H};)‘ en espérant qu’elle n’induise pas de confusion. On pourrait

aussi définir les PH} . Une conséquence direct de la proposition sont les décompositions
suivantes :

(9.1)

Corollaire 9.7. — Pour x € {ét,pét,dR, HK} on a des décompostion G-équivariantes

= P Hr oL Wy, PH,= @ "H @L Wa.
AEPL AEPL

9.2. L’oper de Drinfeld

9.2.1. Filtration de O™ @ Wy. — Rappelons qu’on note p = (0,2). On commence par supposer
que A = (0,k+1) pour k¥ € N mais il est facile d’en déduire les formules générales en tordant par
le déterminant ; c’est ce que 1’on fera pour énoncer les résultats. On suit de pres [46], Paragraphe
5] mais on décale la filtration pour obtenir celle de £y. On définit I’élément f = (7(z)e; — ep)
qui vit dans O™ ®q, W, et qui vérifie, pour g € G, la relation g- f = j(g, 2)7Lf; c’est une forme
modulaire de poids —1. Ainsi, on définit sur O" ®g, W) une filtration décroissante de O"-
modules qui est G-équivariante et G-invariante, O™ ®q, Wi = FkOp=ktl 5... D F0 D0,
définie pour q € Z tel que 0 < g < k+ 1 par

k—q
_ n k—q—j j
=P ol e,
Jj=0

Fi7F = 0siqg>k+1et FI'F = F~% 5i ¢ < 0. De plus, les 6061 ~J forment une O"-base de

O" ®@q, W) et de la formule eoel = 7(2) {H - fel, on déduit par récurrence que pour j € N
tel que 0 < j < g+ 1,
qu qj]e(’)"fq Mg k 94 pa—k+l,

Ainsi, les fqelf_q avec 0 < ¢ < k forment une O"-base de O" ®q, Wy et donc on définit un
isomorphisme de O"-modules ©,: O™ — F1=F/Fa=k+1 par ©,(h) = hfqelffq. Un petit calcul
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montre qu’il donne un isomorphisme G-équivariant O,: O"{2q —k,q—k} — F9=k/Fa—F+1 En

effet, soit h € O™, on a pour g = <CCL Z) eqG

g-[hf%ey ™ = j(g,2) "9 det(g)* *g-hf? (—ceo + aer)* ™ € j(g,2)" % det(g)? Fg-hfoeTIHFITHTL,

(4(g:2)ertef)ka

Soit Q" == Ql(pM&p), rappelons que Q" = O™{2,1} d’apres le numérow Naturellement, on a
une filtration G-équivariante " @q, Wy = Q" ®@on F*o0®@on F7H1 D ... D0"®0n F! =0
et les quotients successifs sont décrits par @g: O™M{2(q+1)—k,q+1—k} = Q"®@0n FI7F /Q @ 0n
Fa=k+1 De plus, la dérivée donne

(d®id)(hfie" ™) = dz @ qf 9 ' 1 4 dn @ faeba.
Ainsi,

(d®id)(hflef™9) € dz @ qf 1 el 4 Q" @on FI7F,
On en déduit que d ® id: FI7F/FI=F+1 5 Q" @ FIF1/O" @on FI7F Sidentifie & la multi-
plication par ¢ si 1 < ¢ < k. Finalement, on a montré le lemme suivant :

Lemme 9.8. — Si A = (0,k + 1), le fibré plat filtré (O™ ®q, Wx,d ® id, F'*) est un oper de
poids (0,k).

9.2.2. L'oper €. — On tord maintenant tous les calculs précédents par det ™. On a &, =
O™ @ Wy et la filtration que 'on a construite coincide naturellement avec la filtration de
Hodge définit par V) sur £, d’apres la formule . En particulier, cette filtration est G x G-
équivariante et on en a calculé les quotients. On obtient la proposition suivante :

Proposition 9.9. — Soit A\ € Py, la filtration de Hodge £, = F~ 2+l D =242 5 ... 5
F~=1 D0 est telle que

1-1Al

F1/Fatt = 0™{2¢ + |\ — 1,q} ®q, L - |v1p °

En particulier, Vy est un L-oper de poids (A1, A2 — 1)
On peut ainsi définir petit complezre de de Rha (¢f. le numéro D qui prend ici la

forme :
I=IAL qw(n) 1—|A|

n n —— 0 mn 2
RTop(PMg, ; €x) = O"{1-w()), 1-Xa}®q, L-|vilp * —— O™ {1+w(A), 1=\ }@q, L- |1, 2

ou 0 =u' € goperesur h € O" par ut(h) = I/, ou b’ est défini par d(h) = h'dz. La proposition
[4.6]nous assure que ce complexe est quasi-isomorphe au complexe de de Rham. Plus précisément
on a un quasi-isomorphisme RFdR( pM&p 0 € ,\) ~ RFop( pM&p 0 E A) qui est G x G-équivariant.
9.2.3. Diagramme fondamental pour [’espace de Drinfeld. — Pour réduire la taille du dia-
gramme, on introduit quelques notations supplémentaires. Pour A € P, on note

1-|Al

o5 = hg@&l OF :=0™"{1—-w\),1 =X} ®q, L-|vp? ,

1=

(9.2) W = lim e wf = O+ w(\),1 - At} ®g, L- vl *

W;rgo = hﬂW;g 7o = mo(PMg).
n

On note de plus

w(N)+1

A A 0 . 4 2 =p( 1. 4\ p2=prN)—1
By =t"Bl /t¥Big, U =t"(Bf) , Uy =tM(BY) :

(%) Schneider-Stuhler I'appellent le complexe de de Rham réduit.
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On applique maintenant le diagramme fondamental et le théoreme de comparaison, soit la
proposition et le théoreme a la tour d’espaces Stein pMoc; ; on utilise aussi les notations

de .

Théoréme 9.10. — Soit A € Py. On a un diagramme commutatif, G-équivariant d’espaces
de Fréchet, dont les lignes sont exactes

U3 @g,, Wy — Ba8g, 0% —— PHpy —— 1M X5 ("Higy [M]) — 0

| | | J

0 — By®g, W0 — BaBg,0F — By8g,ws® —— Badg, PHiz — 0.

De plus, les fléches verticales sont d’images fermés et la premiére fleche verticale (resp. hori-
zontale) est injective si et seulement si w(\) # 1.

Remarque 9.11. — Si w(\) # 1, I'inclusion Ug)\ ®Q,2 L — B\ ®q, L peut surprendre mais elle

a une interprétation en terme de théorie de Hodge p-adique. Donnons la pour A = p := (0,2).
Reprenons les notations de la remarque [8.2] alors

¢2:p3 \ =p?
BLP = (N g B
De plus, on définit Ngg = (N ®@p C)%‘@P qui est un Qp-espace vectoriel de dimension 2. Ainsi,

2_.3 2.3
on a inclusion BLY ™7 < Nur ®q, By, mais comme BL¥ ™" N (Ngr ®g, t*Blz) = 0, on

2_3
obtient une inclusion BL¥ =7 < Nggr ®q, le'R /t2. Finalement, on peut identifier Ngg = Qp2
pour obtenir une inclusion

2_.3
B&T T ®q, L= Big/t® ®q, L.

10. Cohomologie étale isotriviale de "M’ et vecteurs bornés

Dans cette section on montre que le sous-espace des vecteurs G-bornés de la cohomologie
proétale isotriviale de la tour de Drinfeld coincide avec la cohomologie étale isotrivial. Rappelons
qu’un vecteur v € II d’une L-représentation II de G est dit G-borné si 'ensemble {g - v}4eq est

borné. On dit qu’un sous-ensemble X d’un L-espace vectoriel topologique est borné si pour toute
n—-+o0o

suite (2, )nen d’éléments de X on a p"x, ——— 0. Dans un espace Fréchet, ou la topologie est
définie par une famille de valuations (vg)ken, ceci équivaut a ’existence, pour tout k£ € N d’un
Ny € Z tel que vg(x) > Ny pour tout z € X. On note I  II le sous-espace des vecteurs

G-bornés de 11, qui définit une sous-L-représentation de II.

Théoréme 10.1. — L’application Hét(pMOCO; SymV(l)) — Hlljét(pl\/[oco; SymV(l)) est injec-
tive et induit un tsomorphisme
G-b
HLo(PME; Sym V(1)) 9" 2 HY(PMEF ; SymV(1)).

Rappelons que pour £ € N on note V; = Symle qui admet un réseau V;’ = Symlz vt
La preuve se fait en deux temps. On peut alors se restreindre a démontrer le théoréme
en niveau n € N pour les Vi. Dans un premier temps, on montre que Hét( PMP, ; V;(l)) est de
torsion bornée, donc qu’il définit un réseau invariant dans Hét( PMT, Vk(l)). Ceci montre une
inclusion et on conclut alors en expliquant que l’argument de [17), Proposition 2.12] s’adapte
sans difficultés.

10.1. Annulations

Dans ce numéro, on montre 'annulation de différents groupes de cohomologie proétale. Plus
précisément, on montre le résultat suivant :



54 ARNAUD VANHAECKE

Théoréme 10.2. — Soit A€ Py. Sii > 2 alors
H(PME 5 V(1)) = 0.

pét
De plus,
0 st w(N) #1
HO, (PM®: Va(1)) = HY(PMX ; Va(1)) = o ’
per PME ; V(1)) al PME 5 VA1) {Qp()q +1)™  siw(\) =1.

On va montrer ce théoreme pour la cohomologie syntomique et utilise le théoreme de com-
paraison proétale-syntomique (cf. le théoreme [6.1]) pour conclure.

10.1.1. Annulation de Hgt. — On commence par montrer la seconde partie du théoréme m

Proposition 10.3. — Soitn >0et A€ Py. On a

0 st w(\) # 1
HY(PMZ 5 V(1)) = HO( PM; Va(1)) = . ’
et( & Vil )) pet( & Val )) {Qp(h + 1™  stw(A) =1
Démonstration. — Siw(X) =1, alors V) = Q, (A1) et le résultat est claire donc on suppose que
w(A) # 1. On sait, par définition, que Hgyn(p %5 V(1)) est le noyau de I'application

~ o=p
(MM D) BY) ™ - HODR ("M, £1).
Or, d’apres le théoreme le noyau de cette application est le méme que celui de
US @g,, Wy¥ — BaBg,OF,

qui est injective (cf. la remarque [9.11)) puisque w(A) # 1. D’apres le théoréme
HO.(PMg 5 VA(1)) 2 HY((PME; Va(1)) = 0.

pét syn
O

Remarque 10.4. — On peut proposer une autre preuve de ce résultat en utilisant le groupe
fondamental étale. Pour un point géométrique x: Spa(C,CT) — Y, on sait que V(z) correspond

a la la L-représentation Symg()‘)*1 de Wft( PMZ; x) — G'(n) C G. Cette représentation est
triviale si et seulement si w(\) = 1 et n’admet des invariants sous G*(n) que dans ce cas la.

10.1.2. Annulation de Hgét. —
Proposition 10.5. — Soit n > 0 un entier,

HZ(PMg 5 Sym V(1)) = 0.
Démonstration. — Soit A € P,. Il suffit de montrer que Hgét( PM V,\(Q)) est nu]ﬂ En vertu
du théoréeme , , (2) induit un isomorphisme H12)ét( PMZ ;5 Va(2)) & Hgyn( PMZ ;5 Va(2)) et il
suffit de montrer que

HZ (PMg; V(2)) = 0.

La définition de la cohomologie syntomique nous donne une suite exacte longue

H'HK(PM§, D)) — H'DR(PM, €)) — HZ (Mg ; Va(1)) — H*HK(PMg, Dy).

syn
Premierement, comme pM&p est une courbe Stein, d’apres le on a H%{K( pM”p ;D )\) =0et
donc par le lemme [5.2
H?HK (PMg, Dy) = 0.

(9 On doit tordre le systeme local pour utiliser le théoreme car le morphisme des périodes ay, (1) n’induit, a
priori, pas d’isomorphisme entre H? (pM’&; VA(I)) et szn PM¢; V)\(l)).

pét
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Ainsi, il suffit de montrer que I’application HIHK(pM"p7 D,) — HIDR(PM?%, £)) est surjective.
Or, le corollaire et le lemme [5.2] nous donnent
1 Iav) 1 . o~
H DR(pan’g/\) = HdR( &p ; 6/\)®QPB/\1
~ o =p,N=0

H'HK (M, D)) 2 (Hyg(PME; Dy)®g BE)
Puisque les pentes de Hll{K( PMg ; D ,\) sont < —A; + 1, la remarque nous assure que

1 . P~ +)9=p,N=0 1 . P~

(HHK( ng ; ]D))\) ®QPBSt) — HdR(M&p ; 5)\) ®QPB)‘1
est surjective, ce qui permet de conclure la preuve. ]
Remarque 10.6. — Comme pour la cohomologie & coefficients triviaux, il n’est pas clair du
tout que HZ(PMZ ; Va(1)) = 0.
Le théoreme de comparaison syntomique-proétale assure que, pour ¢ > 2, on a
Hpa( "M 5 V(i) 2 Hipy ("M 5 V(i) = 0.

En effet, les termes qui apparaissent dans la cohomologie syntomique sont nuls en degrés > 1.
Ainsi, quitte a tordre par une puissance du caractere cyclotomique, les groupes de cohomologie

proétales supérieurs sont nuld)| ce qui permet d’énoncer le corollaire suivant, qui synthétise
les résultats précédents :

Corollaire 10.7. — Soit A\ € Py tel que w(\) > 1. Alors H;ét(pMOCo; Va(1)) # 0 siet
seulement si 1 = 1.

10.2. Torsion dans la cohomologie étale

Dans ce numéro, on montre que la cohomologie étale du systeme local est de torsion bornée.
Soit n > 0 et kK > 0 des entier, rappelons que Vz = Symlé)L V+. Il s’agit de montrer que
Hét( o V:) est de torsion borné Pour cela on va utiliser le résultat pour les coefficients
triviaux, que ’on rappelle.

Lemme 10.8. — Soit Yo un espace adique sur C. Alors Hét(YC; Zp(l)) est un Z,-module
sans torsion.

Démonstration. — On peut supposer que Yo est connexe puisque
1 1
Hét(YC§ Zp(l)) = H Hét(X; Zp(l))-
X€7T0(Yc)

La preuve utilise la suite exacte de Kummer. Pour n > 1 un entier, la suite exacte longue
associée a la suite exacte de faisceaux étales

0= Z/p"(1) = Gy 5 Gy, — 0

fournit

0— (0/0)* @7 Z/p" — Hy(Ye; Z/p"(1)) — Pic)p"] — 0,
ou (0O/C)* = O(Yc)*/C™ est le groupe des fonctions inversibles modulo les constantes et
Pic == Hét(YC; Gm,yc) est le groupe de Picard (ou plutét ses C-points) de Y. En passant a la
limite, comme le systéme de gauche satisfait Mittag-Leffler, on obtient une suite exacte courte

(10.1) 0— (0/0)*®zZy — Hy(Ye; Zy(1)) — Tp(Pic) — 0,

olt (0/C)*®zZ, est le complété p-adique du groupe (O/C)* et T, (Pic) = Jm Pic[p"] est le
module de Tate de Pic. Or, (O/C)* est sans torsion et le complété p-adique d’un module sans
torsion est sans torsion donc (O/C)*®z7Z, est sans torsion. De plus, si M est un groupe abélien

(M0n peut aussi raisonner en utilisant que les affinoides sont de dimension cohomologique 1 et donc que les

espaces Stein sont de dimension cohomologique au plus 2.

(%) Ceci est équivalent & ce que Hét(ng; VZ’(l)) soit de torsion bornée puisque cet cet espace est la somme
de deux copies de Hét(M’é; V;’) par la 3 de la remarque La raison de ce changement dans ce numéro est
d’alléger la preuve de proposition m
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alors T, M est sans torsion et donc 7T), (Pic) est sans torsion. Finalement, la suite exacte ((10.1))
montre que Hét(YC; Zp(l)) est sans torsion. ]

Pour utiliser ce résultat on doit trivialiser le systeme local. Pour cela, on utilise le revétement
proétale

1\//@O — Mg,
dont le groupe de Galois est G(n) = (1 + @R Op) auquel on applique la suite spectrale de
Hochschild-Serre.

Proposition 10.9. — Soit n > 0 un entier. Le noyau de Uapplication naturelle
HE(PME s Vi) — HE(PME; Vi),
est de torsion p-primaire bornée, et l’image de l'application définit un réseau.

Démonstration. — D’apres la note de bas de page (18), on peut remplacer PMp par Mg, dans
I’énoncé. Par Hochschild-Serre appliqué au revétement Mgy — Mg on a

RI(G(n); RT4(ME ; V1)) = RIu(Mg; V).
Ceci donne une suite spectrale dont la suite des premiers termes est
0 — HY(G(n); V; (MZ)) — HY(MZ; Vi) — HY(MZ ; v,/ ™.

Rappelons que le revétement considéré trivialise le systeme local. Ainsi H;t(ﬁgo ; V;) est sans

torsion d’apres le lemme |10.8] et donc a fortiori Hét(l\//[go; V;)G(n) est sans torsion. Montrons

maintenant que HY(G(n); V7 (M%)) est de torsion p-primaire et de type fini.
Rappelons (cf. ) qu’on a une application Mg — Z;, donnant les composantes connexes

de la tour, comme Paction de G sur Mg induit sur Z; I'action de la norme réduite et donc Gt
fixe les fibres de I'application Mg — Z;. De plus, on sait qu’en un point de Mg, le germe
du systeme local, trivial sur cet espace, est simplement Sym%p Op ®z, Or. On en déduit que

VX(I\//IEO) = Indgf (Sym%p OD) ®z, Or en tant que représentation de G(n) C Of. Or, d’apres

la proposition Hl(é(n) ; Indg1 (Syml%p OD)) ®z, O est de torsion p-primaire bornée. Ceci
acheve la preuve. O

Remarque 10.10. — On pourrait se demander pourquoi le groupe G intervient et non G?,
le noyau de la norme réduite puisque c’est le quotient naturel de 7$*(M%, Z) donné par la tour.
La raison est que le quotient 7r‘1ét (M%) 7) — G décrit une composante connexe de la tour ; ¢’est
la situation géométrique qui ne voit pas les différentes composantes connexes. Plus précisément,
on a un quotient ¢ (pMPQp, T) — Gt qui décrit la situation arithmétique qui intervient ici.

10.3. Vecteurs bornés de la cohomologie proétale isotriviale

10.3.1. Fin de la preuve. — On termine la démonstration du théoreme Montrons que
tout vecteur G-borné de pHIl)ét = Hlljét(pM%O; Sym V(1)) appartient a Hi(PMg ; SymV(1)).
Soit n > 0 un entier, la preuve se fait exactement comme celle de [17, Proposition 2.12] (cf.
[54] pour plus de détails) : on choisit I' C PGL2(Q,) cocompact puis & ’aide d’un recouvrement
adapté et de la suite exacte de Cech on construit un affinoide Y C PMP tel que

(10.2)

Helt(p o SymV(l)) = hgl {v € pHéét |Vy e, p"Resy(v-v) € Hét(Y; SymV+(1))} ,

ol Res est le morphisme en cohomologie de restriction a un affinoide. En dehors de la structure
de l'espace, le point clé de cet égalité est que la cohomologie étale est séparée; ce qui est
exactement ce qu’on a montré dans la proposition [10.9 O
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10.3.2. Reformulation. — On reformule le théoréeme principal en termes des multiplicités des
représentations de G. La preuve du corollaire suivant est la méme que celle de [19, Lemme 5.9].

Corollaire 10.11. — Soient II une L-représentation de Banach unitaire de G. Alors les in-
jections Hy(PM ; Sym V(1)) < Hlljét(pMoco; SymV(1)) et II' — (II'"™")’ induisent un isomor-
phisme naturel

Homg(IT', HY(PMF ; SymV(1))) = Homg((II'*")’, Hll)ét( PME ; SymV(1))).

10.4. Résultat de finitude
Dans ce paragraphe on démontre le résultat de finitude suivant :

Proposition 10.12. — Soient k > 0 et n > 0 des entiers et soit K une extension finie de Q.
L’espace de cohomologie étale suivant,

Hét( pM?{ ; VZ_/YDD),
est le dual stéréotypiqu d’un Op[G]-module lisse de longueur finie.

Démonstration. — A coefficients dans kr, c’est le théoreme 4.1 de [19]. De plus, ce résultat
nous dit que si L. est un Fj-systéme local étale constant, i.e. L. = M ou M est un IFj-espace
vectoriel de dimension finie, alors pour tout entier n > 0, I’espace de cohomologie étale

Hét( "M ; L)
est le dual d’'un Zy[G]-module de longueur finie. On fixe maintenant & > 0 un entier. On sait
que par définition, V; Jwp & Symﬁ?p Glwp] ®z, Or est un Fy-systeme local trivial sur PM. et
donc a fortiori sur PMY- des que n > 1.
Ainsi, on a montré le résultat dés que n > 1 et il reste a le démontrer pour n = 0, ce que 'on

va faire en appliquant la suite spectrale de Hochschild-Serre au revétement pM}( — pM%. Cest
un revétement galoisien de groupe Ofj/(1+4 wpOp) = IE‘; et la suite spectrale s’écrit

B = H(ES B (M Vi fep)) = HUP(PMY: Vi o)

Or, comme F; est un groupe fini d’ordre premier a p, la cohomologie des IF,-représentations de

IF“]:2 s’annule en degré > 1. Ainsi, on obtient un isomorphisme

Hét(pMO : VZ_/WD) = Hét(pM}{; V;‘/wD)FZQ - Hét(pM}(; VZ‘/wD).

On a déja montré que le terme de droite était le dual d’une représentation lisse de G, admissible

et de longueur finie donc il en est de méme pour le terme de gauche, puisque comme IE‘; agit

continument, ce dernier est un sous-espace fermé.
O

Remarque 10.13. — On peut déduire de ce théoreme que pour tout entier [ > 0, 'espace de
cohomologie étale

H ("M s Vi /@)

est le dual stéréotypique d'un Z,[G]-module lisse de longueur finie.

11. Le cas cuspidal

On conserve les notations des sections précédentes.

(19 Comme rappelé dans I'introduction, le dual stéréotypique est le dual continu muni de la convergence uniforme
sur tout compact.
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11.1. Représentations spéciales et cuspidales

Commengons par énoncé en terme de L-(p, N,%p,)-modules les définitions de spéciale et
cuspidale. Dans cette section, on s’intéresse surtout au cas cuspidal et on détaillera le cas
spécial dans la prochaine (cf. .

Définition 11.1. — Soit M un L-(¢, N,%g,)-module, libre sur L ®q, Q)" de rang 2. Alors,
on dit que M est

e cuspidal si la représentation de Weil-Deligne associée WD s est absolument irréductible,
e cxceptionnel si la représentation de Weil-Deligne associée est de la forme WDj; = x1 @ x2
telle que x1x5 " = |rec\;)t1 (en particulier N = 0),

e spécial si M est exceptionnel ou bien si N # 0.

Remarquons que WD, est absolument indécomposable si et seulement si M est spécial non-
exceptionnel ou cuspidal.

Si M est cuspidal, alors les pentes de M sont toutes égales & un méme nombre rationnel que
l'on appelle la pente de M. Si M est spécial, alors les pentes different de 1 et on appellera la
pente la moyenne de ses pentes.

Pour M un L-(p, N, %, )-module, notons Mgr = (M ®Q2rc)g@1’7 qui est un L-espace vectoriel
de dimension 2, et pour k € N,

(11.1) X& (M) = (Bf @gp M)N=0¢=1 XE(M) = (B @y M)N=0=p"

qui définissent des L-espaces de Banach-Colmez. On rappelle finalement que M k] est obtenu
en multipliant le frobenius de M par p* et qu’ainsi Xg;rk(M [k]) = XL (M) pour j € N assez
grand.

11.1.1. Représentations de 9g,. — Soit V une L-représentation de 4y, de Rham de dimension
2 & poids de Hodge-Tate A € P.. Dans ce cas, V est cuspidale (resp. spéciale) si et seulement si

M = Dy (V)[1] est cuspidal (resp. spécial) au sens de la définition Alors, M est de pente
1 —|Al/2 et d’apres [21] il existe 0 € £ C Dgr(V) = Myr tel que

. Mar ®q, Big
Z ©q, tMBig + Mar @g, **Bg

Vv~ V]\i‘[’g = Ker (Xslt(M)

Ainsi, V est déterminé par le triplet (M, £, ) et si (M, Z,\) # (M, 2", X) alors V) o,
VJ\)/‘I/,’ - De plus, V]\/}’ o est irréductible si M est cuspidal (car alors M est irréductible) ou si M
est spécial et w(A) # 1 (¢f. [12] Théoreme 0.5, (ii)]).

11.1.2. Correspondances localement algébriques. — Soit M un L-(p, N, g@p)—module libre de
rang 2, absolument indécomposable, auquel on associe WD, puis, par la correspondance de
Langlands locale (¢f. [13] VI. 6. 11], en notant la différence avec la correspondance usuelle dans
le cas exceptionnel), LLjys := LL(WD)/) une L-représentation lisse de G, irréductible si M n’est
pas exceptionnel. Si M est cuspidale, alors LL(WD,,) est cuspidale au sens usuel. Pour A € Py,
posons (cf.
LL), == LLy @1 Symy™ ™! @ det™,

qui définit une L-représentation localement algébrique unitaire de G, irréductible si M n’est pas
exceptionnel. De méme, en notant JLy; := JL(LLyy) la L-représentation lisse irréductible de G

associée a LLys par la correspondance de Jacquet-Langlands, on définit une L-représentation
localement algébrique, unitaire, irréductible de G par (cf.[8.1.2)

JL}J =JLy ®¢1 Squf(’\)*1 @rnrd™M.
Ces constructions permettent de définir des correspondances localement algébriques en associant

a une L-représentation spéciale ou cuspidale de ¢, de la forme V' = V]@[ o les L-représentations

JL?/[ et LL?/[. Ces dernieres perdent 'information du parametre de la filtration. Remarquons
que, dans ce cas, M et A ne sont pas indépendants puisque M est de pente 1 — |A|/2.
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On introduit la notion suivante, qui généralise < p-compatible > dans [17], pour traiter les
torsions par des caracteres (cf. [11.4)) :

Définition 11.2. — Soit k > un entier, on dit qu'un L-(¢, N,%,)-module libre de rang 2,
absolument indécomposable, est p-compatible de poids k si p € G agit trivialement sur JLﬁ/[ pour
A € P tel que |A\| = k + 1. On note @N,f I'ensemble des L-(p, NV, %, )-modules p-compatible
de poids k.

Un élément de CIDN,f est en particulier de pente —(k — 1)/2 et réciproquement, tout L-
(¢, N, g@p)—module absolument indécomposable est le tordu par un caractere lisse d’un élément
de ®N?.

Si M est un L-(¢, N, %g, )-module libre de rang 2, absolument indécomposable on note Z
Z[M] := Hom L[G](JL M s Z) comme foncteur sur les L[G]-modules.

11.1.3. Représentations de G. — Soit II une L-représentation de Banach unitaire admissible
et absolument indécomposable de G, alors, on dit que II est cuspidale (resp. spéciale) si, ses
vecteurs localement algébriques ne sont pas triviaux et sont de la forme

lalg ~ A
ks o 11,

ot A € Py et M est un L-(p, N,%p,)-module cuspidal (resp. spéciale) de pente 1 — |A|/2.

La correspondance de Langlands p-adique (cf. [13], [20]) définit un L-Banach cuspidal ou
spécial (sous entendu unitaire admissible absolument indécomposable) de G & partir d’un triplet
(M, Z, ) avec M cuspidal (resp. spécial) et de pente 1 — |A|/2 par

Y o = T(Viy o).

La compatibilité entre la correspondance de Langlands locale et p-adique (cf. [13]) assure que
les vecteurs localement algébriques de H?M o sont donnés par

(11.2) RleTTy, o = LLyy,

ce qui fait de HM o un complété unitaire admissible de LL%/[. De plus, HM & est irréductible
sauf si M est spécial et w(A) = 1.
Enfin, on note 1anH§\\47$ C Hf\\Li” le sous-espace des vecteurs localement analytiques, qui est

un sous-espace de type LB, donc son dual (lanﬂf‘w g)/ est un espace de Fréchet. Alors, d’apres

lanH/\ /

Ao et (Il o) est le sous-espace des

[16], 11}, o est le complété unitaire universel de

vecteurs G-bornés de (113, ).

11.2. Cohomologie de Hyodo-Kato et de de Rham de la tour

On calcule la cohomologie de Hyodo-Kato et de de Rham de la tour de Drinfeld a coefficients
isotriviaux. Ces cohomologies s’expriment simplement en termes des cohomologies a coefficients
constants et on obtient la proposition suivante :

Proposition 11.3. — Soit X € Py, M un L-(¢,N,%g,)-module cuspidal. On a un carré
commutatif #g, X G-équivariant de L-espaces de Fréchet

v ~ Y ~ /
HomL[G}(JL)‘ , Hi(Mg ; Sym D)) —— (Q, ®qpr M)®LLL},

o |

Hom (TL3 . HYR(ME 5 Sym€)) —— (C ®g, Mar)®LLLy,

Avant de commencer la preuve de cette proposition, commencons par une remarque pour
justifier que ’on peut remplacer 1\7[%0 par PMg dans la preuve. Cette remarque est déja présente
dans [17) 5.1].

Remarque 11.4. — Soit » € {dR, HK}. Notons que pour M € <I>N|pM, en vertu du lemme

et avec les mémes notations, on a un isomorphisme de L-représentations de #g, x G :
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Pour M un L-(p, N,%g,)-module cuspidal, il existe un caractere x: Q; — L non-ramifié, vu
comme caractere du groupe de Weil, tel que M ® x € PN, ﬁ\l. La compatibilité a la torsions dans
la correspondance de Langlands locale et le lemme assurent alors que

HomL[é}(JLf\‘/[ ; ﬁ*) = HomL[é}(JLf\‘/[ ® (x onrd); pﬁ*) ® (x ovs).
olt v3 est la restriction de v a #g, x G.
Démonstration. — Notons que ce résultat est 1’équivalent a coefficient de [17, Théoréeme 0.4],
que 'on va utiliser. On montre I'isomorphisme pour la cohomologie de Hyodo-Kato, I’argument
pour la cohomologie de de Rham est exactement le méme. Comme au numéro (9.1} notons
PHEy = HII{K(MOCO ; SymD).
Soit A € Py et M € f1>N|pM, on veut calculer
A A agl
Hyy = HomL[G](JLM , P"Hik)
D’apres le corollaire

Pl PITH i PHA . — HL (PMP -
Hik = @ "Hiyx ©0 Wi, PHigy = Hi("ME ; Dy.).
HeEPy

Justifions que pIrI‘IfIK est un L[G]-module lisse. Comme on a par définition
Pt — lim Hi (PM2) @, D
n

et que G agit trivialement sur D, (cf. la proposition ainsi que la remarque , il suffit de
justifier qu’il existe un sous groupe ouvert de G qui agit trivialement sur H11{K (PMg). Or, PM
est un quotient de 1\7[’& qui est un revétement galoisien de 1\7[00 de groupe de Galois G/G(n) (cf.
numéro et donc le sous-groupe ouvert G(n) agit trivialement sur PMp et a fortiori sur
Higg (PME).
Notons s = % Pour p€ P, on a
HomL[G}(JLA ’ pﬁlﬁK ©W,) = (pﬁﬁK ®@r JLy @ nrd|; @ Wy @ W, )G

lisse loc. algébrique

Or, le terme de terme de droite est en particulier contenu dans les éléments tués par g ’algebre
de Lie de G. Comme la partie lisse est annulée par g, on calcule a ’aide du lemme de Schur :

. .- y y L siA=ypu
Wi @5 W) = Homs(Wy , W,) =
( AL “) mg( A #) {O sinon.
Comme JL; ® [nrd|; = JL’M[S], on en déduit que H), = HomG(JLM[S] , ijIi\IK). Si A == (0,1),
remarquons que
PHiyk = PHiyi[—s] @1 Wi

par la proposition Mais par [17, Théoréme 0.4], comme M [s]| est de pente 1 — % + 5= %
on obtient

Homg(JLy(s) , PHigk) = (Qp gy M[s])@rLLag)-
Finalement,
o 9 —~ 9 ~ /
pHI)'\IK == (Qp ®Q2r M)®LLL/]\4[S} ® W/\ — (Qp ®Q2r M)®LLL?\4 y
puisque LL g ®1 Wi = LLy @ |det|;* @1 W} = LLy,. m

Une autre formulation du résultat précédent dans le cas de Rham est la décomposition de
la cohomologie de de Rham a support compact de la tour; on omet la preuve qui est mutatis
mutandis la méme que celle de [17, Théoreme 5.8].
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Corollaire 11.5. — On a un isomorphisme de L-représentations localement algébriques de G

Hig [PMZ;Symé) = P P Cog, MerLL), @ L),

AEPy MEDNY,,

ou LL%V est le L-dual localement algébrique de LL);.

11.3. La conjecture de Breuil-Strauch

Le but de ce numéro est d’expliquer comment étendre la conjecture de Breuil-Strauch en poids
supérieur en suivant [15] & partir de [28]. On commence par quelques rappels sur le changement
de poids.

11.3.1. Changement de poids. — Soit M un L-(¢, N,%g, )-module de rang 2. Dans [15], Col-
mez associe & M une représentation localement analytique de G notée II(M) et décrit comment
on peut en <« changer les poids >, i.e. définir des représentations que ’on notera ﬁ@ et H}/[. On
rappelle brievement la construction de II(M, k) a partir de II(M). Dans [15], Colmez définit un
isomorphisme d’espaces vectoriels topologiques

: TI(M) — TI(M),

tel que pour tout couple (a,c) € Q2 \ {(0,0)}, application (a — ¢d): II(M) — II(M) est un
isomorphisme. Ceci permet, pour tout k € Z, de définir une nouvelle action linéaire de G sur

TI(M) en posant
(g g).w:m_ca)k((g 3))

On note II(M, k) la L-représentation de G ainsi obtenue. Finalement, pour A € Py, on pose
D), = (M, —w(\) @ det??, I}, := I(M, w()\)) @ det™.
On rappelle la proposition suivant (cf. [15], Théoreme 0.6, Théoréme 0.3, Corollaire 0.4]) :

Proposition 11.6. — Soit X € Py et soit M un L-(p, N, %@p)—module cuspidal de pente

1 — [\|/2. Alors, "8T1), = M3, @1 LL}, et on a un diagramme commutatif, @ lignes ezactes,
de L-représentations localement analytiques

0 — £t ®p LLYy, » 11y, y 1Y, o, —— 0
» 1)

(Y m, o

De plus, On a lalgﬂﬁ/lép =~ (MIg/ L) @ LLY, et laan\‘Lg est de longueur 2.

Rappelons (cf. D que l'on a défini RI‘op( pM@Z i E ,\) qui est quasi-isomorphe a
RFdR( pM(‘af; ; 5,\). Ainsi, on obtient une suite exacte courte
(11.3) 0= O /Wy = —= Hig(PMZ ; €x) — 0.

On a le corollaire suivant (cf. [15, Conjecture 0.10] qui est en réalité un théoréeme par [15]
Remarque 0.11]; c’est une conséquence directe du [28, Théoreme 1.4], de la définition des
II(M, k) et de |28, Théoreme 1.7] pour <« J = z ») :

Corollaire 11.7. — Soit A € Py et soit M un L-(p, N,%g,)-module cuspidal de pente 1—|\[/2.
On a des isomorphismes topologiques de L-représentations coadmissibles de G

HOmL[G}(JLMa Oio) = (ﬁ?\%)” HomL[G](JLM, in) o (H?\Z)/
Hom ¢(JLas , Hip(PME, 5 £3)) 2 Mar ®1 LLY; .

(29 Les conventions sont les duales des conventions des références. On suit plutdt la convention de [1i7.
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En appliquant HomL[G](JLM, . ) a (11.9), on obtient le dual de la premiére suite exacte du bas
dans le diagramme de la proposition [11.6}, soit

0— (I,) — () — Myr ©1 LL}," — 0.

11.3.2. L’invariant £ et les différentielles. — Notons qu’on a une décomposition
W= P WM @L Iy, w[M] = Hom g (TLar, wiF).
MEDN?,

[
Théoréme 11.8. — Soit A € Py et M € (I)N\Ii\l cuspidal. Soit 11 une L-représentation de
Banach unitaire admissible et absolument irréductible de G. Alors
g ) H — HA [72)
Homg(IT , wiF[M]) = * =~ s
0  sill n'est pas de cette forme.

Démonstration. — On peut supposer que II = II(V') ou V est une L-représentation galoisienne
absolument irréductible de dimension 2. D’apres le corollaire [11.7) on a un isomorphisme de
L-représentations de G

Homy¢(JLas , Hip(PME, 5 £3)) 2 Mgr ®1, LLY; .
et pour chaque L-droite . C Mgg, une suite exacte
(11.4) 0— (211}, o) — W[M] = (Mar/-Z) @1, LLY, — 0.
Or, d’apres [16] on a (*"I")¢~P 2 IT’ et on en déduit que
Homg(IT', (*"1I3; )') = Homg(IT', (1T}, )') = Homg(IT), o, IT).

L’injectivité de la correspondance V' — II(V') pour les représentations galoisiennes irréductibles
de dimension 2 et le lemme de Schur assurent que

L siv=Vv)
(1L5) Home (T, (T} ) = { V2V
’ 0  sinon.
Comme LL% est irréductible, 1} implique que
L siVestdet M, X
(116)  Homg(Il', LLY,) & Home(LL , 1) = {o 5LV est de type (M, ),
sinon.

De ces deux calculs, on peut déduire le théoreme.
e Si V n’est pas de type M ou de poids A, alors on obtient

Homg(Il', wP[M]) = 0.

e Supposons maintenant que V est de type M et de poids A, plus précisément supposons que
V= VJ\/},,% pour % C Mggr. On applique le foncteur Homg(IT', - ) & la suite exacte (11.4])
pour .Z # £, ce qui nous assure d’apres ([11.5) qu’'on a une inclusion

Homg(IT', w*[M]) < Homg (I, (Mar /%) @1 LL}, ).

Donc, d’apres 1) Homg(H’ , W [M ]) est de L-dimension < 1. On applique maintenant le
méme foncteur a la suite exacte (11.4) pour £ = Z;. D’apres (11.5)), on en déduit que

Homg(Il', w$[M]) # 0,

et donc que Homg(I', w3°[M]) est de L-dimension 1. Il reste a justifier que Homg(Il', w{°[M])
%, mais on a obtenu la suite exacte

0 — Homg(IT', (lannjm 3)/) = Homg(I1, w[M]) % Home (I, (Mar /-£) @1, LLY, ) .

N =Mgr /41
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Comme la derniere fleche est induite par Dlinclusion naturelle Homg(Il', wi[M]) <
Homg (H’ , Myr ®1, LL?/[,), on en déduit une inclusion Homg(H’ , wio[M]) — A et donc
finalement, on a bien montré que

Homq(Il', wP[M]) = 4.

11.4. Entrelacements cuspidaux
Dans ce numéro on démontre le théoreme suivant :

Théoréme 11.9. — Soit A € Py, M un L-(p, N,%g,)-module cuspidal de pente 1 — |\|/2 et
0C % C Myr.
e On a un isomorphisme topologique de L-représentations de G x G
(11.7) Homy, (Vir.z » HE(M ; Sym V(1)) = (11}, o) @1 LY.
e On a un ismorphisme de L-représentations de #g, X G
(11.8) Hom (T, o) s HY(ME ; Sym V(1)) 2 Vi o @r JLy.
Pour * € {ét, pét} notons
H[M] := Homp e (JLar . Hy(PME 5 Va(1))).
On va maintenant calculer les multiplicités dans Hg‘ét [M] et utiliser le théoreme et son
corollaire [10.11| pour en déduire les multiplicités dans Hé‘t [M]. La remarque suivante justifie
qu’il suffit de calculer la multiplicité dans Hé‘t [M] pour obtenir le théoreme.

Remarque 11.10. — On utilise les notations du numéro [0.1} Premiérement, notons qu’on a

'Hi =P @ M eIy,

AEP Me®N],,

Ainsi pour W une L-représentation de G absolument irréductible il existe A € P, et M € (I>N|1’;\|
tel que
Hom (W , PH}) 2 Hom (W , PH[M] ® JLy, ).

Finalement, d’apres il existe un caractere lisse x: Q; — L* tel que
HomL[G](W, Iin) = HomL[G}(W X, le).

On choisit alors W = Vﬁ’g ®r (H?Lip)’ @ JLY,.

11.4.1. Multiplicité des VA)/:,Z. —

Corollaire 11.11. — Soit A € Py et M € <I>N|pM. Le diagramme suivant 9g, x G-équivariant
de L-espaces de Fréchet est commutatif :

A M) ——— XL (MM])BLLLY, —— 0

| I !

0 —— BaBg, 0 [M] —— BaBg,w°[M] —— (By ®g, Mar)®rLLY, —— 0

0 —— Bi\®q, O [M] —— PH)

De plus, les lignes sont exactes strictes et les fleches verticales sont d’images fermés.

Démonstration. — On obtient le diagramme en appliquant Z — Z[M] := Hom L[G‘}(J Ly, Z ) au

diagramme du théoreme Comme ce foncteur est exact, 'exactitude des suites est conservée

et de plus :

e Comme l'action de G sur les composantes connexes est donnée par la norme réduite on a
Hom L[é](JL M, W;r 80) = 0 pour tout n € N, ce qui montre que le foncteur tue les deux termes
tout a gauche du diagramme dans le théoreme [9.10]
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e Les deux termes & droite sont donnés par la proposition [I1.3]

Posons
Hjy, g = Hompg, 1(Viy o, M X4 (M),  HE gy = Hompy, 1(Viy 2, L ©g, Bx).
On a naturellement une inclusion t" X% (M[A\1]) — Mar ®g, By qui induit une inclusion
H])\\Liﬂ — H])\\47$ X1 MyR.

Lemme 11.12. — Les L-espaces vectoriels H]>\\4$ et Hég sont de dimensions 1 et l’inclusion
naturelle composé a la trivialisation, ¢: H])\\4$ — Hég Qp Mar = Mgr tidentifie L(Hf\‘/l g) =
L C Myg.

Démonstration. — On note V = V]\’}f et quitte a tordre, on peut supposer que A1 = 0;
on note donc w = w(A) = Ag. On choisit une base de Myg compatible & la filtration, i.e.
Mgr = Lfo®Lf, desorte que £ = Lf,,. Alors, en passant au dual, on obtient M3, = Lfy®Lf;
et £+ = Lf. On calcule Héy’z = (V ®q, B,)%. Or,
V g, By = Fil' (Mg ©q, Bar)/Fil” = f§Buw @ [t “Bu,

et donc Hé‘,.,s,ﬂ = fr=2*

Pour Hj, ., on utilise une généralisation immédiate de [L7, Proposition 2.5] combiné & [17]
Remarque 2.6] pour obtenir

Hpy o = Homyyg, ((M*[~1], Dpst(V)*) = Homy g, (M, M*) = L
Finalement, l'inclusion H ])\‘/[ o <+ Mgg est obtenue en appliquant ®7.% a H J)\‘J o — H é @@L Mar
et ainsi L(H])\‘/Lj) =2 C Mgr. O

On déduit de ce lemme qu’en appliquant Hom L, (VJQ &, ) au diagramme, la fleche verticale
de droite devient l'inclusion . ®p, LLﬁ/[, — Myr ®r, LL}/[,. On en déduit le lemme suivant :

Proposition 11.13. — Le diagramme suivant G-équivariant de L-espaces de Fréchet est com-
mutatif :

0 —— OF[M] —— Homyg, |(Viy 4 H)y [M]) —— L@, LLY, —— 0

| | £

]
0 —— O[M] y WO [M] y Mgg @1 LLY, —— 0

Dans ce diagramme, les fleches verticales sont injectives et d’image fermée.

Démonstration. — Notons V = V]\}? . D’apres le lemme |11.12} il suffit de montrer que

HomL[ng](V, ) =2 (- QL V*)ng conserve l'exactitude des lignes du diagramme |11.11
L’application naturelle

HY(%y, ; BA®g, O [M] @1 V*) — H (g, ; Ba&q,wi°[M] ®L V*)
est injective puisqu’on

HY(%y, ; Ba&g, O [M] @1 V*) 2 H 9y, ; By ®q, V*) @1 OF[M],

H(%, s Ba®g,ws [M] @1 V') = H (%, ; Ba g, V*) @ wi*[M],

car I'application OP[M] — w[M] est injective. Ceci justifie I'exactitude de la ligne du bas.
Par la commutativité du diagramme [11.11f on en déduit que 'application

HY(%y, ; Ba®g, O [M] @1 V*) — H (Y, ; Hyg[M] @1 V*),

(2D A aide des presque-C-représentation on peut méme montrer que Hl(%@p ; BA®q, V*) est un L-espace vectoriel
de dimension 1.
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est injective. O

Or, d’apreés la proposition m en considérant I'image inverse de .Z ®p, LL%/ dans w{°[M] on
obtient la suite exacte

0— O [M] — (") o) — £ @ LL), — 0.
Corollaire 11.14. — On a un isomorphisme topologique entre L-représentations G
1 A !~ A A
("3 ¢) = Hompg, (Virg, Hoe[M]).

Finalement, comme on a montré au théoreme que Hé‘t [M] est le le sous-espace des vecteurs
G-bornés de Hé\t [M] et que, comme on ’a rappelé au numéro |[11.1.3] les vecteurs G-bornés de

(lanﬂj\\L g)/ sont (H% z)/, ceci démontre I’isomorphisme 1) du théoreme m
. - ey >\
11.4.2. Multiplicité des Iy o

Proposition 11.15. — Soit A € P, M € @N";| cuspidal et soit II une L-représentation de
Banach unitaire, admissible, absolument irréductible de G. Alors

Vig LIy sill =11 o,

HOHlL[G]((Hlan),’ Hgét[M]) - {0 sinon

Démonstration. — Pour M cuspidal, on a montré I'existence d'un diagramme G-équivariant de
L-espaces de Fréchet,

Pét[M] —_— t/\lelt(M[)‘l])@LLLR/ —0

| I l

0 —— Byx®g,OF[M] —— Br80,w°[M] —— (By ®g, Mar)&@LL), — 0

0 —— Ba®g,OF[M] —— H)

Si on note
o, = B0, Man)
M X (M[M])’

on en déduit la suite exacte

0 — H) [M] — By8g,w[M] — QY&1LLY, — 0.

On applique Homg((Hlan)’ , - ) a cette suite exacte pour obtenir

Homg((IT™")', H), [M]) =

Ker (HomG((Hlan)’, B,&q,w[M]) — Homg <(H1an)', Q)& LLLR/)) -
Ker <Hom(;((Hlan)’, w3e[M]) &g, By — Homg((I1™") | LL}/)@LQM :
Or, d’apres le théoreme [11.8
L sill=1I), 4,

0 sinon.

Homg((I1")', w5e[M]) = {

Ainsi, on peut supposer que II = HM - Dans ce cas, Homg((II'*")’ LL}/[/) est de dimension 1,
ce qui donne
Homg((I1™")', Hyg[M]) = Ker <-$ ®qg, B = Q?J)
= 1" X5 (M[M]) N (£ ©qg, By) = Vi -
U

Cette proposition couplée au corollaire [10.11| nous donne la seconde partie du théoreme [11.9
soit :
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Corollaire 11.16. — Soit A\ € P, M € <I>N|Zz\| cuspidal et I1 une L-représentation de Banach
unitaire, admissible, absolument irréductible de G. Alors

Vii o ®L Ly sill=11} o,

H I, HA [M]) =
OmL[G]( al D {0 sinon.

12. Le cas spécial

On conserve les notations des sections précédentes.

12.1. La série spéciale p-adique

Dans ce numéro on fait quelques rappels sur la série spéciale pour compléter ce que 'on a
expliqué au numéro [11.1

Soit k € Z un entier, on définit le L-(¢p, N )-module spécial Spy, (k) comme le L-espace vectoriel
Spr (k) = Lep @& Le; muni des endomorphismes

k-1
ple1) =p~ 2 e; Nej = e
pleo) =p~ % e, Neg = 0.
Sa pente est —% et Spp(k)[i] = Spy(k — 2i). Alors, tout L-(p, N,%g,)-module spécial non
exceptionnel, au sens de la définition est de la forme (Spy, (k) ®qg, Qp") ®L x pour x: Q; —

L* un caractere (cf. la preuve de [50, Proposition 1.3]). Soit A € P et fixons M spécial de la
forme précédente avec k = |A| — 2.

° LL% = Stl/\alg ®r, (x odet) ou l'on rappelle que Stl/\alg = St7” ®@ Wy est la Steinberg localement

algébrique de poids A sur L (cf. )
o JL); =Wy ®r (x onrd).

Soit k € Z un entier, on définit le L-(y, N)-module exceptionnel Sp (k) comme le L-espace
vectoriel Spy (k) = Leg @ Le; muni des endomorphismes

k—1
{4,0(61) =p 2 e {Nel =0

p(eg) = pf%eo, Neg =0,

gest—a—dire que g\f)L(k:) est le p-module Sp; (k) avec N = 0. Sa pente est donc aussi —5 et
Spy(k)[i] = Spy(k —2i). Alors, tout L-(¢, N, %, )-module exceptionnel, au sens de la définition

est de la forme (gf)L(k) ®q, Qp") @1 x pour x: Q) — L* un caractere (cf. la preuve de [50,
Proposition 1.3]). Soit A € P et fixons M exceptionnel de la forme précédente avec k = |\| — 2.

~1al ~1al ~
o LL}, = St/\8Lg ®p (x odet) ou 'on rappelle que St;ig = Stzo ® Wy est 'unique extension non

triviale de Wy par Stl/\alg (¢f. numéro ,
o JL}, = W) ®r (x onrd).

Soit A € Py et L € LU{o0}.
e Si £ € L, on définit D} le L-(, N)-module filtré de L-(¢, N)-module sous-jacent Spy (|A| —2)

et de filtration

D} sii < =Xy +1,
FillD} :=={ %L = L(e1 — Leg) si —Ao+2<i<—A+1,
<

0 si — A +2<1.
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e Si £ = oo, on définit D} = DX le L-(¢, N)-module filtré de L-(¢, N)-module sous-jacent
Spr(|A| — 2) et de filtration

4 DZ\: sii < —Ao+1,
FllzDé =Y = L(61 - 60) Si —X+2<i< =M\ +1,
0 si— )\1 +2 < 7.

En prenant M = D} ®q, Q) et £ C Mgr défini par £ € L U {oc} comme ci-dessus, on a
M e ®N fj\l et on note simplement V7 = VJ\)/\I, et I} = H?/I, o

Coté galoisien, toute L-représentation Spécial de 9, a poids de Hodge-Tate A € P, est
de la forme Vc)‘ ® x pour x: 9y, — L™ un caractere lisse. La représentation Vc)\ est irréductible
si w(A) # 1 et si w(A) =1 on a une suite exacte courte.

0— L\ +1) = VA = L(\) — 0.

Coté automorphe, toute L-représentation spéciale de G est de la forme Hz ® (x o det) pour
x: Q) — L*. La représentation Hé est une L-représentation irréductible si w(A) # 1 et si
w(A) = 1 alors Hz est de longueur 3, caractérisée par la sous-représentation ﬁi‘: C Hi‘: de
longueur 2 pour laquelle on a une suite exacte courte

0 — St @y, (det)™ — I} — (det)™ — 0,

ot St est la Steinberg continue & coefficients dans L. En tant que L-représentation laLnH’\
a quatres composantes de Jordan-Holder que 'on a déja rencontré (cf. [8.3] ﬂ et - 8.4.2| pour les
énoncés et notations), et que 'on résume dans le diagrammd®?)| suivant :

=2
(12.1) lanpp Stlalg BN — W; — B\
%,_/

Stlan
Rappelons en particulier, d’apres [20], que le complété unitaire universel de Eé est Hz.

12.2. Scindage du complexe de de Rham et de Hyodo-Kato

Le but de ce numéro est de déterminer et rigidifier explicitement le scindage du complexe de
de Rham obtenu par I'isomorphisme de Hyodo-Kato. On se place dans le cas des coefficients
constants, ce qui ne changera rien a la suite. Les ingrédients principaux sont des résultats de de
Shalit [27] et Besser et de Shalit [3].

Pour ? € {dR,HK}, notons RI'; := RI'»(Hg,) et H} le i-¢me groupe de cohomologie corres-
pondant pour i = 0,1 (les autres groupes sont nuls par les corollaires et . Le complexe
RI'nk est muni d’une action de G par endomorphismes et muni d’une structure de (¢, N)-
module dont les actions commutent & I'action de G. Aux numéros [12.2.1] et [12.2.2] on définit
respectivement des quasi-isomorphismes s et so dont la composée définit un quasi-isomorphisme
G-équivariant de (¢, N)-modules s :

Rk ——— HYp @ Hix[-1] —2— L & (St)'[-1].

\8_/

(2 En particulier, toute L-représentation semi-stable non cristabéline de dimension 2.
(23 Dans cette notation, chaque terme du diagramme est une composante irréductible, le premier est le socle, le
second est le socle du quotient par le socle, etc. En particulier, la composante la plus a droite est le cosocle.

(290n notera que ce complexe n’est a priori pas défini comme un complexe de L-représentations de G mais les
éléments de G opérent par endomorphismes sur le complexe tout entier (cf. [560, Remarque 4.2]). On contourne

cette difficulté en utilisant le scindage explicite.
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Rappelons en particulier que HY 2 L et Hip = (St3°) (¢f. [18, Lemma 5.11]) et que la

détermination de so au numéro |12.2.2| revient a définir de tels isomorphismes explicitement. On
détermine ensuite explicitement I'opérateur de monodromie sur le membre de droite (cf. numéro

1223

Soient w € Z, une uniformisante et u € Z}f tel que w = wup. L’isomorphisme de Hyodo-

Kat surconvergent associé a w, Ly = (HK,w composé avec le scindage précédent définit un
quasi-isomorphisme G-équivariant

(LW)71

(12.2) RIgr —<— RIux —%— L@ (St7)'[-1].

On détermine finalement (c¢f. numéro|12.2.4)) la position relative de la filtration sous ce scindage.

Remarque 12.1. — Les résultats de cette section servent a identifier les invariants £ dans
la suite (c¢f. Proposition [12.11]). Une méthode plus standard aurait été d’utiliser des méthodes
globales et la compatibilité locale-globale. L’avantage ici est que la preuve est purement locale.

12.2.1. Scindage du complexe de Hyodo-Kato

Le but de ce numéro est d’expliciter un quasi-isomorphisme strict G-equivariant de L-(¢, N)-
modules

RI'nk = Huk,

ou 'on pose Hpyk = H%K P HIIJK[—l], qui est un complexe de L-représentations de G mu-
nies d’une structure de L-(p, N)-module tel que les actions commutent a celle de G. On a un
morphisme G-équivariant

1L—ply p—1
— - RIuk & —
(1—p71) (p—1)

Remarquons que s; commute 3 ¢. Comme ¢ = p’ sur H%K, les deux termes du membre de droite

RFHK S—1> Rl—‘HK-

sont respectivement concentrés en degré 0 et 1. Or, pour C'* un complexe dont la cohomologie
est concentrée en degré i € Z, on a un quasi-isomorphisme (strict) naturel C* = H} (C*®)[—1].
Ainsi s1 induit un quasi-isomorphisme

Rk 25 Huk,

et les constantes ont été choisies telles que la composée H%K — RIyx 2 Hupk — H%K, ou
la premiere fleche est naturelle et la derniere fleche est la projection, est I'identité. Le lemme
suivant assure que ce scindage est unique :

Lemme 12.2. — Dans la catégorie dérivée des L-représentations de G munies d’une structure
de L-(¢, N)-module on a

End(Hpk) & L.

En particulier, tout quasi-isomorphisme RlIgx = Huk Equivariant est canonique, a une
constante pres.

Démonstration. — Soit f: Huk — Huk un endomorphisme L-linéaire, G-équivariant et com-
mutant aux actions de ¢ et N. Comme f commute & l'action de ¢ on a f = fo + fi[—1] ou
fi : Hyg — Hyg pour ¢ =0, 1. Or, pour i = 0,1, f; est L-linéaire et G-équivariant, donc comme
Hijk est une L-représentation irréductible de G on a f; = ¢; € L par le lemme de Schur.

(25)Puisqu’on a besoin de varier 'uniformisante, on utilise ici I'isomorphisme de Hyodo-Kato surconvergent associé

a w, qui dépend, a priori, du model formel choisi. Pour @ = p on récupere l'isomorphisme de Hyodo-Kato
considéré au numéro m
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Il reste & montrer que ¢y = ¢;. Comme f commute & l'action de N on obtient le diagramme
commutatif suivant :

M [—1] <= Hifye[-1]
(12.3) lN J/N
HO

co 0
K > Hpgk
ou il reste a montrer que N # 0. Soit I' C G un sous-groupe de Schottky cocompact. On
applique le foncteur des I'-invariants au diagramme (|12.3|) pour obtenir

HO(T; Hiyg) —— HO(T'; Hi)
(12.4) le lNr
HY(T; Hiy) —— HY(I'; Hi)
Or, d’apres [27], Nt est un isomorphisme, donc ¢; = ¢g. O

12.2.2. Rigidification du scindage. — On veut maintenant expliciter des isomorphismes
HY% = L et Hij = (St7°). Ces isomorphismes sont uniques & une constante pres et il s’agit
de fixer cette constante. On note que pour i = 0, 1, 'isomorphisme de Hyodo-Kato donne un
isomorphisme G-équivariant :

v+ Higg = Hyg-
On commence par vérifier que les ¢ sont indépendants de w (contrairement & ¢ ).

Lemme 12.3. — Pourit=20,1, on a L; = Lfﬂ.
Démonstration. — Comme HER est une L-représentation de G irréductible, on a L;, = ¢;il pour

¢; € L. Soit I' C PG un sous-groupe de Schottky cocompact Xr = Hg,/I". Rappelons que (cf.
27)) :
1. on a une « décomposition de Hodge >
Hyk (Xr) 2 HY(T'; Hjk) @ HY(T'; Hyg)
ol si l'on note N} l'opérateur de monodromie sur Hi (Xr), on a N2 = 0 et on a
Hl(I‘; H%K) = ker Np = im Nr.
2. T'isomorphisme de Hyodo-Kato L;IZ Hi (Xr) = HYx (Xr) satisfait L;VF = L;I o exp(log(u)N{).

1

En passant aux I'-invariants, (¢,

)*1 o L}D détermine une application constante
HO(D, Hig) = HO(T, Hiy)-

Par la fonctorialité de I'isomorphisme de Hyodo-Kato, cette application est induite par

1 71 1 . . _ s . . .
(LwI) 1,1, en particulier ¢g = 1. Pour ¢ =1 on obtient un diagramme commutatif

(L}z, )_IOLI’
Hip (Xr) =+ Hig (Xr)

mod Nr‘l l mod Np
HO(T', Hiyy) —— H(I, Hijk)
Ainsi, ¢; = exp(log(u)Nr) mod N, c’est-a-dire ¢; = 1. O

On fait quelques rappels sur les cochaines harmoniques sur I'arbre de Bruhat-Tits. Soit 7T,
I'arbre de Bruhat-Tits de PG = PGL2(Q,) comme complexe simplicial : 7y sont les sommets
et 71 les arétes. On note simplement 7 = |7,| la réalisation topologique du graphe. On munit le
graphe d’une orientation ce qui donne deux applications s,t: 71 — T respectivement la source
et le but. Pour i = 0,1 posons ¢ := €*(T;, L) la L-représentation de G des fonctions f: T; — L
(ce sont des espaces de Fréchet). On définit alors d: €° — € pour f € € par

df (a) = f(s(a)) — f(t(a)).
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On définit les sous-espaces des fonctions harmoniques 6}, C €' pour i = 0 comme le sous-
espace des fonctions constantes et pour ¢ = 1 par

G = {1 €€ | Vse T, Y flo)= > f(@}

s(a)=s t(a)=s

Il est clair que kerd = ‘Kﬁ)ar =1L
D’apres de Shalit (¢f. [26]), on a un isomorphisme explicite

ds. 1 1
c®: Hig — G

[w] — Cgs

D’apres Schneider-Stuhler (c¢f. [46]), on a un isomorphisme (associé a la base canonique de
2> of ) -
S Higp — (St

W — CSS
[w] w

On obtient un isomorphisme y: 6. — (St3°)’. On va introduire des objets test pour déterminer

ces isomorphismes.

e Pour tout k € Z posons s € Ty défini par le réseau kap ® Zy,. Comme on peut orienter 7
comme on Veu on peut supposer qu’on a l’aréte orientée ap = s — Sg+1. On pose alors

(12.5) fo=" " bay,

kEZ

ou d, pour a € 77 est le dirac en ’aréte a. En d’autres termes, fj est la fonction caractéristique
de {ak}kez.

e La G-représentation (St7°)" est définie comme le dual de St?°, i.e. I'espace des distributions
sur P1(Q,) qui s’annulent sur les fonctions constantes. Posons la distribution

ho: ¢ — /@ o()dz — ¢(00).

e Posons wy le noyau de Poisson de pg (cf. (8.2)), i.e.

dz
wo ::/ po ()
pl(@p) zZ—XT

Notons que fp, po et wo sont invariantes par I’action de B. Par un petit calcul, on obtient que
les B-invariants de (St7°)" forment un L-espace vectoriel de dimension 1. Ainsi, il existe une
constante ¢ € L* telle que juf, = cpg. Or, d’aprés [1, Theorem 1.1 (iv)] on a ¢®(ag) = 55 (x5),
ou xp est la fonction caractéristique de la classe a gauche de B. Or, d’apres [1, Remark 1.7]
cgﬁ = fo et donc c = 1.

On résume les isomorphimes dans le lemme suivant :

Lemme 12.4. —

o Le morphisme d’évaluation donne des égalités

g,
(12.6) HYy = Hx =L =%,

(26 En effet, pour étre compatible aux formules précédentes (harmonicité et d), changer 'orientation de 7; fournit

un isomorphisme canonique €' = €' ou Pon change le signe de la valeur des fonctions aux arétes dont on a
changé 'orientation. Cet isomorphisme induit alors un isomorphisme %y, = Gy



COHOMOLOGIE DE LA TOUR DE DRINFELD 71

e On a un diagramme commutatif d’isomorphismes

cgl

har
ds

1
(12.7) Hipe —= Hig K

(Stz)’
caractérisées par cf})% = fo, CE% = o et fif, = Ho.

e Par lisomorphisme de Morita Q' (Hg,) = (St la composée

(12.8 (Sth")' = Q!(Flg,) — Hip < (St
s’identifie au dual de Uinclusion naturelle St3° < Stion.
Posons H := L@ (St7°)'[—1] comme complexe de L-représentations de G. Le lemme précédent
donne un quasi-isomorphisme explicite so: Huk — H. On définit finalement
s:=s;0s9: RI'yx — H.
12.2.3. La monodromie

La monodromie N: RIyk — RIux définit un morphisme N: Hi [—1] — HY%y (puisque
Ny = pN) c’est-a-dire, par le scindage s, N € ExtlL[é](St%O', L) =L - v,. Le but de ce numéro
est de démontrer la proposition suivante :

Proposition 12.5. — On a N = —uv,.

On commence par un lemme pour calculer la constante d’une classe dans ExtlL[@](St%O', )s

dont la preuve est immédiate en utilisant que cet espace est de dimension 1 et en explicitant les

définitions.
Lemme 12.6. — Soit e € ExtlL[G](St%O/,L) et E lextension correspondante, i.e.

0—L—E— (St°) — 0.

Soit g, = <g (1]> , f € St un élément fize par g, et fe E un relévement de f dans E. Alors

9p - f - f =cc L7
et e = cup.
On définit Cgl?ar C ¢ par
€. ={geC’|Vse Ty, dgecEL,}.

Alors on a une suite exacte courte

(12.9) 0= G = G — Gy — 0.

Or,on a4, = Letu: 6., = (St%°) (¢f. Lemme et donc la suite exacte définit
une classe v € ExtlL[é](StEO/, ) (en particulier ‘g}?ar = (§czo)’)

Lemme 12.7. — On a v = —v,.

Démonstration. — On a construit la fonction test fo € %hlar, qui est fixe par gp (en effet,

gp - ai = ag41). En vertu du lemme m il suffit de construire un reléevement fy € Cfl?ar de fo
tel que

gp‘ﬁl*]fcvozfl-
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Pour définir fy posons m(s) € Z pour s € T Dentier tel que dist(s, {sp}rez) = dist (s, Sm(s))
ol dist est la distance usuelle sur T, i.e. s,,(5) est le sommet de la chaine des {sk}rez le plus
proche de s dans I'arbre. On pose

fo= Z m(s)ds,
s€To
ou cette fois-ci 5 pour s € Ty est le dirac en le sommet s. On a besoin de trois propriétés
immédiates sur la fonction s +— m(s) :

e si s, s’ € Ty sont voising mais {s, s’} ¢ {sy}rez alors m(s) = m(s'),
o m(sy) =k,

e m(gy-s)=m(s)+ 1.

On montre que dfo = fo, en effet par les deux premieres propriétés

dfo =" (m(sks1) — m(sk))ds, = fo

kEZ

ce qui donne fy € Sa”l?ar et la troisieme propriété donne

gp'%zzm(ggl's)ds:f_zém

s€To s€To
c’est-a-dire que g, - fo — fo = —1, ce qui termine la preuve. O

On donne maintenant la preuve de la proposition dont 'ingrédient principal est [27),
Theorem 4.1].
Démonstration. — On a N = cv avec ¢ € L* et on veut montrer ¢ = 1.

Soit I' C G un sous-groupe de Schottky cocompact. En appliquant le foncteur des I'-invariants
a N on obtient une application

Nr: HY(T'; Hyg) — HY(T; Hpg),
qui correspond a gr.rN dans [27, Theorem 4.1]. D’autre part, en appliquant le foncteur des
I-invariants a la ((12.9]), le morphisme de connexion donne

ur: HO(I‘; Cfﬁar) — Hl(F; %?ar).

D’apres [27, Theorem 4.1], vp (noté v dans [27]) est un isomorphisme et Nr = vr ce qui prouve
que ¢ = 1. O

12.2.4. La filtration
La filtration de de Rham, composée au scindage puis a la projection sur H%K donne

—1
fo: Fill = RTp Y= Ry 5 L.

Comme Fil! = QY (Hg,)[—1] et Q' (Hg,) = (St'am)" par Pisomorphisme de Morita (cf. numéro
, fe est un morphisme fu: (St88)[—1] — L, c’est-a-dire f € Exti[é]((Stlfn)’,L) =
Hom(Q,, L). Le but de ce numéro est de démontrer la proposition suivante :

Proposition 12.8. — On a f5 = log —log(u)v,, en particulier f, = log.

L’ingrédient principal de la preuve est la cohomologie polynomiale finie et les résultats de
Besser et de Shalit (cf. [3]).

Soi X = Hg,,Gm ot Gy, est le tore rigide analytique sur Q. Comme précédemment,
I’isomorphisme de Hyodo-Kato ¢, donne une composée

(1)~ b1

Fox: Fil' = ROR(X) =1 RIuk (X) 25 RTgk (X).

(") La théorie marche en plus grande généralité mais on se restreint aux cas qui nous intéressent.
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On définit le complexe de cohomologie finie-polynomiale comme le cone de ce morphisme :

fw,X

RIg, (X, 1) = |Fil' === RIuk(X)| .

En particulier, H%p (X, 1) est une extension

0 — Hp (X) = H, (X, 1) = Q(X) — 0.
On remarque que pour X = Hg,, cette extension est I'extension définie par fx, i.e. fo = fw,H@p-
On a le lemme suivant (cf. [3, Proposition 3.3]) :

Lemme 12.9. — Tout relévement w € H}pm(Gm) de % € QY(G,,) est invariant par action
de w.

On donne maintenant la preuve de la proposition [12.§]:
Démonstration. — Soit Hg, <+ Gy, l'inclusion naturelle T-équivariante pour 7' C G le sous-
groupe des matrices diagonales. Elle fournit un diagramme commutatif a lignes exactes :

O*)L*)H%pvw((@rm,l) —— L% ——0

(12.10) } j j

0 — L — Hp _(Hg,,1) — (Stf") —— 0

On remarque que les fleches verticales sont bien injectives. Supposons que 'extension du haut
n’est pas scindée et donc (c¢f. Lemme i il existe £ € LU{oo} tel que H: _(G,,,1) = Zg)’l) en

fp,w
tant que L-représentation localement analytique de G. On veut montrer que £ = — log(u). Soit
W € H%p’w(Gm, 1) un relevement de % que 'on voit comme un élément de Eg)’l). D’apres [8],

Proposition 3.2.2], we = ¢ log,(2) comme fonction sur Hg, ot ¢, € L*. Comme I'inclusion

Hg, < G, est T-équivariante, I'action de g = sur Alog,(z) correspond a l'action

w 0
0 1
de w sur wy et donc, par le lemme ¢ log,(2z) est donc fixé par g. On obtient

log(2) = g - log(2) = log,(p) + log,(2).
Donc £ = —logu, c’est-a-dire que fr = cx(log —log(u)vy) pour ¢ € L (¢ = 0 si 'extension
est scindée).
Finalement, le corollaire [3] Corollary 3.4] nous donne que fz— f, = —log(u)vy, ce qui prouve
que ¢ = 1. U

Remarque 12.10. — Les résultats de cette section devraient permettre d’établir la relation
Lp = L 0 exp(log(u)N) qui ne semble pas connue pour le demi-plan p-adique.

12.3. Cohomologie isotriviale du demi-plan p-adique
12.3.1. Cohomologie de de Rham et de Hyodo-Kato isotriviale

On va maintenant décrire les cohomologies de de Rham et de Hyodo-Kato isotriviales en ni-
veau zéro. La difficulté est que coté automorphe, on doit calculer un entrelacement dérivé. Cette
difficulté apparait déja dans les travaux de Schraen (cf. [50].), dont on va expliquer et reformuler
légerement le résultat. Notons Z(G, L) l'algebre des distributions localement analytiques sur G
a valeurs dans L. On travaillera dans la catégorie dérivée des modules sur Z(G, L) de caractere
central ﬁx et on note Hom les homomorphismes dans cette catégorie : c’est en particulier
le H du bifoncteur dérivé RHom. De méme, on note Ext}:[é} le groupe des extensions dans la
catégorie des Z(G, L)-modules a caractere central fixé.

%) Comme expliqué au numéro[8.3.1] on ne précise pas le caractére central mais il n’y aura pas d’ambiguité : en
poids A ce caractere central est w' P avec les L-représentations de Fréchet de G qui apparaissent (comme dans
la proposition |12.12) et WM~ avec leurs duaux localement analytiques (comme au lemme [12.13)).
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En tensorisant le scindage s du numéro [I2.2 par W) on obtient un scindage
sx: RTuk(Hg, ; D)) = Ha
ou H) est le complexe de L-représentations de G, défini par

(12.11) Hy = Wy @ (St 8)[—1].

Proposition 12.11. — L’isomorphisme de Hyodo-Kato
wik : RTur(Hg, ; €1) = RTuk(Hg, ; D))
munit le complexe de de Rham d’une structure de (p, N)-module filtré et on a un isomorphisme

Hom (("*"11})'[~1], RTur(Hg, ; £)) = D}.

12.3.2. Rappels du résultat de Schraen. — Dans ce paragraphe, on explique le résultat princi-
pal de [50], mais en tordant par une puissance du déterminant ce qui ne change rien & l’argument.

Proposition 12.12. — On peut munir Hy d’une structure de (@, N)-module filtré, commutant
a Uaction de G, de sorte qu’on obtient un isomorphisme de L-(p, N)-modules filtrés

Hom ((23)'[~1], H») = D2.

Dans cet énoncé, le membre de gauche est muni d’un frobenius, d’'une monodromie et d’une
filtration < & la main ; on va les définir en expliquant la preuve. On commence par rappeler
plusieurs résultats préliminaires démontrés dans [50] :

Lemme 12.13. — Soit A € Py, alors

° ExtlL[é](W;\‘, 22) est un L-espace vectoriel de dimension 1,
. HomL[G}(Stl)‘fdg, E%) et HomL[G](Stlf‘n, Eé) sont des L-espaces vectoriels de dimension 1,

o ['application naturelle Ext}:[é}(l, St%o) — Ext}:[é](W;‘, Stlflg), ot les extensions sont
considérées dans la catégorie des L-représentations localement algébriques de G, est un
isomorphisme,

e [’image de lapplication naturelle Exti[é](W;f, Stlflg) — Exti[é](WA*, Stl)‘:"n) = Hom( . L)
est la L-droite engendrée par v,.

e On a un isomorphisme naturel Ext}:[él(l, StlLan) — Ext! }(W;\k, Stl/\an) tel que si on le com-

LG
pose et précompose aux isomorphisme avec Hom(@;,L), on obtient [’identité.
Démonstration. — Le premier point est le contenu de [50, Corollaire 4.11].

Le second point provient de la description des composantes de Jordan-Holder de Zz\: (cf.
[2.1).

Le troisieme point est le contenu de [50, Proposition 4.14].

Le quatrieme point est le contenu de [50, Corollaire 4.16].

Pour le dernier point on remarque que Stlfm — Stljfm ®r, W), s’identifie au sous-espace de ca-
ractere infinitésimal trivial ce qui donne ’application ExtIL[é}(l , StlLan) = ExtlL[G](I/V;\k , Stl/\an).
La forme de Iisomorphisme explicite avec Hom(Q, L) (cf. [14, Lemme 2.10]) permet de
conclure. O

On explique maintenant la preuve de la proposition [12.12|en suivant la démonstration de [50],
Théoréme 5.3].

Démonstration. — On obtient que
(12.12) D :=Hom ((£3)'[~1], H,) = Dy ® Dy,
ou

(29 Nos définitions different légerement de celle de Schraen pour coincider avec celles obtenus dans la suite.
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e Dy = ExtlL[G}((Ez),, WA) &~ ExtlL[@](W;f, 22) qui est un L-espace vectoriel de dimension 1

d’apres le lemme [12.13

e D = HomL[G]((Zi‘:)I, (Stl/\alg)l) = HomL[@}(Stlflg, Eé) qui est un L-espace vectoriel de di-
mension 1 d’apres le lemme [12.13

Schraen munit alors H, d’une structure de (¢, N)-module en posant

o p = p_w% sur W) (et donc sur Dy) puis ¢ = p_wTig sur (Stlflg)’[—l] (et donc sur Dy),
o N = Hy — H, défini par N = —v, dans Exti[é](l, Stio) — ExtlL[@](W)’f, Stlflg) (cf.

troisieme point du lemme [12.13]). En particulier, N: D; — Dg est non nul.

On en déduit un isomorphisme D = Sp; (|| — 2).
On définit une filtration sur H) par

Ha sit < —A2+1,
Fil'Hy =  (StY[—1] s — A +2<i< =)\ +1,
0 si — )\1 + 2 <4,

ol le cran intermédiaire de la filtration est défini par f: (St")/[—1] — H, donnée par
(12.13)  f:=(1,log) € Homg((StE™)', (St3*€)") x Home ((StE™)', Wy) = L x Hom(Q), L).

Ceci signifie que sur D, le cran intermédiaire de la filtration est défini par l'image de
Homg ((22), f). Ainsi, pour i un entier tel que = +2 < i < —A; + 1, on définit

F := Hom((X})[-1], Fil'H,) 2 Hom((22)", (St5")").
D’apres le lemme F est un L-espace vectoriel de dimension 1. On a les deux projections
F= HomL[@}(Stlfm, 22\:)

Do = Ext (W5, 22) Dy = Homp (St £3).
On choisit v € F l'unique élément tel que v; := pj(v) correspond a l'application naturelle

Stlflg — 22\:. On a

e N(vi) = —up, naturellement obtenu par 'application ExtlL[é](W;, 22) — Exthé](W; , Stl/\an)
e vy = po(v) = log, obtenu par 'application naturelle ExtlL[G](W;f ) Stlj\m) — EXt};[(‘;](W: , 22)
Or, dans Exthé](W:\", Z‘é), on a par définition log = Lv,. Ainsi vg = Lv1 et donc v = vy —
LN (v1) dans D, ce qui conclut que la filtration introduite est bien celle de D%. O

12.3.3. Preuve de la proposition — Pour résumer, il faut justifier trois choses pour
obtenir la proposition [12.11] a partir de la proposition [12.12} On doit montrer :

1. que le scindage s : RFHK(HQp ; ]D))\) = Hy, muni H d’une structure de L-(p, N)-module qui
est la méme que celle de la proposition [12.12

2. que la filtration sur H, définie par la filtration de de Rham Fil'RFdR(]HIQp ; SA) composée au
scindage s o (tpk) ' RFdR(]HIQp 0 & ,\) =5 My est la méme que celle de la proposition

3. que 'on obtient le méme résultat en remplacant 22 par lanﬂz.

Pour le premier point, on veut montrer que s, induit un isomorphisme de L-(¢, N)-module

D := Hom ((Eé)’[—l] , RIuk(Hg, ; Dy)) = Spy(|A| — 2).
Notons D le terme de gauche. On va décomposer le calcul en deux étapes en utilisant la preuve

de 212

e Montrons que les frobenius coincident. Rappelons que d’apres la proposition W =p
sur Dy. D’apres (12.12)) on obtient la décomposition D = Dy® D1 avec Dy et D1 de dimension
lsur L. On a:

1=[A|
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o Dy = ExtlL[@}((Ez)’, H%K(HQP; ]D),\)) et comme ¢ = 1 sur H%K(H@p) on obtient que
1Al

©? = pr~M sur Dy. Comme ce dernier est de dimension 1, on obtient p=p 2

o D1 = Hompg((32)", Hig(Hg, ; Dy)) et comme ¢ = p sur Hi(Hg,) on obtient que
—[Al
0? = p>~ I\ sur D;. Comme ce dernier est de dimension 1, on obtient p = p3 2

Ceci montre que les p-modules coincident bien.

e Pour la monodromie, d’apres la proposition dans le cas A = (1,0) on a N = —v, et on
conclue que les monodromies coincident en utilisant le point 3 de Lemme [12.13| comme dans

la preuve de [12.12
Pour le second point rappelons qu’on a
RFdR(HQp ; g)\) sii < —Ag+1,
Fil'RTur(Hg, ; £2) = { wa[—1] sio— Ay +2
0 si — )\1 + 2

ou l'on rappelle que par 'isomorphisme de Morita (cf. Proposition wy = (St T suffit
donc de montrer que la composée

L -1 s
(12.14)  far = (St§™)'[-1] 2 wy[-1] — RIur(Hg, ; £)) L) ™, RIuk(Hg, ; D)) = Ha

est donnée par f: (Stl/\an)’[—l] — H défini en ((12.13)). D’apres le troisieme point du lemme
combiné a la remarque la premiere composante de fqr est donnée par le dual de I'inclusion
lalg lan 5 N .. ., . .
naturelle Sty — Sty*. D’apres la proposition combiné au dernier point du lemme [12.13
la seconde composante de fgr est log. Ainsi fyr = f.
Pour le troisieme point, on utilise la suite exacte

0— ¥} — 2} — B - 0.
Ainsi, il suffit de montrer que
Hom ((B,)'[~1], RTur(Hg, ; £\)) = 0.

Mais puisque le complexe de de Rham est scindé, on écrit cet entrelacement dérivé comme la
somme directe B B

HomL[G}(Stlflg, BA) &) Ext}:[é](W;f ) B)‘),
ou l'on rappelle que les entrelacements et extensions sont considérés dans la catégorie des L-
représentations localement analytiques a caractere central fixé. Le terme de droite, le groupe
des extensions, est nul d’apres le lemme Il est clair que le terme de gauche est nul : se sont
deux représentations irréductibles non isomorphes.

Ceci acheve la démonstration de la proposition [12.11
O

12.3.4. Le diagramme fondamental. — On rappelle la forme que prend le diagramme dans ce
cas. Les notations sont presque les mémes qu’au numéro la différence est que ’on travaille
avec Hg, plutét que pM(‘@ . On note en particulier
1-|A|
Oy =0{1 —w(N),1 = A2} ®q, L - |det], > ,
1-[A
wy = O0{14+w(\),1 = A1} ®q, L-|det], * ,
HY, = Hlg(He s Va(1)).
Rappelons qu’on a l’isomorphisme de Morita wy = (Stlj\m), (cf. . On note de plus (cf. la
remarque pour les inclusions qui définissent les Qf\)

2_ w(X)+1 2_ w(A)—1

By = t"Bl VBl U=t (BL)S P Ul@) = (B P
Qg — B ®QpL Q%\ — B ®QPL '
U} ®q,z L U} ®q,. L
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La proposition est la suivante, elle découle directement du théoreme [9.10]

Proposition 12.14. — Soit A € Py tel que w(A\) > 1. On a un diagramme commutatif,
%o, < G-équivariant d’espaces de Fréchet dont les lignes sont exactes

0 —— U} ®g, Wa —— Ba8qg,Ox —— Hpyy ——— Uj&q,, (Sti'e) —— 0

o] [

0— B,\@QPW)\ — B)\®Qp0)\ Em— B)\@QPW)\ E— B)\(%Qp(st)\ )/ — 0

Les fleches verticales sont d’images fermés.
Si on prend le quotient par les deux termes de gauche dans le diagramme et que I'on applique
le lemme du serpent, on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 12.15. — On a une suite exacte stricte 9y, x G-équivariante d’espaces de Fréchet

0— QY ®L Wy = H)y, = BARg,wr = QABL (Stlj‘lg)' — 0.

Remarque 12.16. — Par I'isomorphisme de Morita (cf. , la suite exacte courte obtenue

a partir du petit complexe de de Rham

w(A)
0 — O)/W, o, wy — (Stlj‘lg)’ — 0,

est le dual de la suite exacte du lemme [8.4]
+yw(X)
0— StlAalg — Stlan LGRS - PR 0.
12.4. Entrelacements automorphes
Le but de ce numéro est de démontrer le théoreme suivant :
Théoréme 12.17. — Soit A € Py tel que w(\) # 1. Soit I une L-représentation de Banach
unitaire, admissible et absolument irréductible de G. Alors, en tant que L-représentation de 9,
on a
VA siII=11p,
0 si IT n’est pas spéciale.

HomL[G]((Hlan)/, Héét(HC; SymV(l))) = {

Ce qui combiné au corollaire [10.11| donne :

Corollaire 12.18. — Soit A € Py tel que w(\) # 1. Soit I1 une L-représentation de Banach
unitaire, admissible et absolument irréductible de G. Alors, en tant que L-représentation de 9,
on a
VA si I =11
Hom (T, H(He ; SymV(1))) =< 4 ’
L[G]( et( ooy ( ))) {0 st IT n’est pas spéciale.
Rappelons que pour x € {ét,pét} on a

H,(He ; Sym V(1)) = €D Hy(He; Va(1)),
AeP,

Ainsi, il suffit de calculer les entrelacement avec Hi(]HIC ; VA(l)), comme on le fera.

12.4.1. Réduction de entrelacement dérivé. — On commence par un lemme pour montrer
qu’on peut se ramener au calcul dans la catégorie dérivée.

Lemme 12.19. — Soit A € Py tel que w(\) # 1 et soit II une L-représentation de Banach
unitaire, admissible, absolument irréductible de G. Alors

Hom g((IT™")", Hl,(Hc ; Va(1))) = Hom ((IT*")'[—1], RTpe(He s Va(1))),
Remarque 12.20. — Dans le cas oit w(A\) = 1, le H? n’est pas nul et ce résultat est faux.
Dans le cas des coefficients non-triviaux, toute I'information du complexe proétale est contenue
dans le premier groupe de cohomologie.
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Démonstration. — Notons Hf)ét = Hf)ét(Hc; V)\(l)) et RIL¢ = RFpét(HC; V,\(l)). On a une
suite spectrale qui calcule le terme de droite

i+1,5 . i n ' i+ n
By = Exti L () 1) = H¥RHom (1) [~1], RTpe).

Or, puisque Héét = 0si j # 1 d’apres le corollaire cette suite spectrale est concentrée sur
la colonne j = 1 et dégénere dés la seconde page. On en déduit le résultat, puisque le seul terme

qui contribue au H? & droite est Hom L[G]((Hlan)’ ) Hlljét). O

12.4.2. Le cas Il = Hz. — A partir de la définition de la cohomologie syntomique et de
I’isomorphisme de comparaison, on déduit de la proposition la proposition suivante. En
combinant cette proposition au lemme on obtient la premiére partie du théoreme [12.17]

Théoréme 12.21. — Soit A € Py et L € LU {0}, alors
Hom (("11})'[~1], RTpe(Hc'; V(1)) = VA.

Démonstration. — Notons II = Hé et RI'y le complexe de cohomologie isotriviale de H¢g a
coefficients dans V(1) pour x € {pét,syn, HK, dR}. Par définition on a un triangle distingué

Ry, — (Rl B5) " — (RLuno, B /Fill

On applique RHom( (Hla“)/, ) D’apres la proposition, on a

Hom ((II'"")'[~1], RIuk) = D2,

Hom ((I1"")[~1], RIyr) = D2.
On en déduit la suite exacte

0 — Hom ((I"")'[~1], RTgyn) — X&(D}) — (D2 ®q, Blg)/Fil".

Or, la derniére fleche provient de 'inclusion naturelle XJ (Df‘:) — (D} ®q, BIR), donc la
définition de VE‘ assure que

Hom ((II'")'[~1], Rlgy) = V7.

Mais la suite spectrale E;J qui calcule le terme de gauche est nulle en dehors des colonnes
j =0,1 en vertu du corollaire Finalement, le théoréme [6.1 nous donne un isomorphisme

Hom ((T1'")'[~1], Rlym) = Hom ((I1"")'[~1], RI}e),

ce qui acheve la preuve. ]

12.4.3. FExclusivité. — On montre maintenant la seconde partie du théoréme [12.17

Proposition 12.22. — Soit A € Py tel que w(\) # 1. Soit II une L-représentation de Banach
unitaire admissible absolument irréductible de G. Si Il n'est pas de la forme II}, alors

1
HomL[G]((H an)/, H%)ét(HC; V)\(l))) =0.
Démonstration. — On utilise la suite exacte du corollaire|12.15] issue du diagramme fondamen-
tal, pour obtenir une suite exacte courte :

0= Q@ Wy —H)yy = K —0

olt K = Ker(B)\&q,w) — Qi&1 (Stlflg)/). De plus, la dualité de Morita assure que w) = (Stl/\an)/

et comme IT'" 2 Wy puisque II est supposé unitaire on obtient des plongements fermés

(12.15) HomL[G]((Hlan)’, Hgét) N HomL[G}((Hlan)', K) < HomL[G}(StI/{j‘n, ") &g, Ba.

Montrons que si I8 = 0, alors HomL[G](StI)‘fm, Hlan) = 0. Puisque d’apres le lemme on a

la suite exacte
+\yw(A)
0 — St§'8 — Stlen WO B S0,
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et que Hom L[G](Stl)\alg, IT'™") = Hom L[G](Stlflg, I1'%18) = 0, on en déduit que
Homy(g(StY", ") = Hompey(B*, IT™).

Il faut justifier que Hom L[G](B)‘ , Hlan) = 0. Soit B* — II'®® une application L-linéaire, continue
et G-équivariante. Par la propriété universelle du complété unitaire universel, la composée B* —
12" — II se factorise & travers le complété unitaire universel de B*. Or, ce complété est nul
d’apres le critere donné par [30, Lemma 2.1] et donc la fleche initiale B* — TI'*" est nulle.

Supposons que HomL[G]((Hlan)’, Hgét) # 0. On déduit de I'injection (12.15]) que
HomL[G](Stl/\an y Hlan) 7é 0.

Soit f: Stl/\‘"n — II'™ wune application non nulle. Comme précédemment, puisqu’on a
Hom L[G](B)‘ ) Hlan) = 0, la restriction de f a Stl)fIlg donne une application non nulle Stl/\ang — ITlan
qui est injective puisque Stlfng est irréductible. Cette application induit, en composant avec
l'injection IT'*" < II, une injection Stl/\a”lg — II. Mais d’apres [20, Theorem 1.3], les complétés
unitaires admissibles absolument irréductibles de Stl)fleg sont les Hz\: et on en déduit qu’il existe
un £ € LU {oo} tel que IT} = II.

O

12.4.4. Le cas réductible. — Dans le cas ou w(\) = 1 les représentations Vz‘ et Hz sont
réductibles et le théoreme [12.17] et son corollaire tombent en défaut sous cette forme puisque
comme Hgét(Hc ; Qp()\l)) 2 0. Néanmoins, a partir du théoreme|12.21} on peut toutefois calculer
la multiplicité d’une représentation indécomposable de G dans le complexe de cohomologie étale
et obtenir le résultat attendu. On n’obtient qu'une exclusivité partielle que ’on énonce a ’aide

de la théorie des blocs de Paskunas (cf. [44]).

Proposition 12.23. — Soit A € Py. Soit Il une L-représentation unitaire, admissible et
indécomposable de G, alors

Vg‘ si 11 est de la forme Hz,

H I'[-1], RTg(He; Va(1))) =
om( [—1] t( c; Val ))) {() st IT n’est pas dans le bloc de la Steinbery.

Démonstration. — On a démontré ce résultat dans le cas ot w(A\) # 1 donc on peut supposer
w()\) =1 et méme A\; = 0, quitte a tordre par une puissance du caractere cyclotomique. Notons
H, = Hét(Hc; Qp(l)), alors la suite spectrale
Ey'M = ExtifL(I, HY) = H™/RHom(Il'[~1], RT)
nous donne la suite exacte courte
0— ExtlL[é](H', HY,) — Hom (II'[—1], RTs) — Homyg(I', Hg) — 0,
ot Hg := Hom (II'[—1], RIy). Puisque HY, = L(1) et H}, = (St%),, la suite exacte ci-dessus
s’écrit
0 — HY(G; ) (1) — He — Homp (St , IT) — 0.
e Si II n’est pas dans le bloc de la Steinberg, alors HomL[G}(StOL , H) = 0 et comme la

représentation triviale est aussi dans ce bloc, on obtient HI(G; H) = 0. Ainsi Hg; = 0 dans

ce cas.
e Supposons maintenant que IT = H(ﬁo’l) pour £ € LU {oc}. On obtient la méme suite exacte

que précédemment pour la cohomologie proétale :

0 — HY(G; ") (1) — Hpe — Hompey((I™), HL,,) — 0.

pét
Montrons que HomL[G}((Hlan)/, H;laét) ~ Homy, G](Stoo, Hlan). On a une fleche naturelle, qui
provient du diagramme de la proposition [12.14

Hom ) (T1"™")", H}g) — Hompgy(St>, ).
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Pour montrer que cette fleche est un isomorphisme on considere le diagramme commutatif
suivant :

HomL[G](H/’ HYy) ——— HOIHL[G](StO, II)

! !

/
Homp g (T1**)", Hyg,) —— Hompg(St>, T
La fleche horizontale en haut est un isomorphisme, puisque Hét ~ (Sto)/. Comme St est le
complété unitaire universel de St™ et II celui de IT'*" d’apres [16], la fleche verticale de droite
est un isomorphisme. Finalement, d’apres le corollaire [10.11] la fleche verticale de gauche est
un isomorphisme. On en déduit que la fleche horizontale en bas est un isomorphisme, comme
on voulait.

D’apres le théoreme [12.21} on sait que Hpg; = £(0,1) et on obtient un diagramme commu-
tatif, 9p,-équivariant a lignes exactes

0 —— HYG; O)(1) ——— Hg —— Homyg(Sty, ) —— 0

(12.16) j l

0 —— HY(G; ) (1) —— VY —— Hompg(St3, ) —— 0

Pour justifier que la fleche verticale de gauche est bien injective, il faut montrer qu’une
extension de L par II, qui se scinde lorsqu’on prend les vecteurs localement analytiques, est
scindée. Supposons que E est une L-représentation de Banach unitaire de G, extension de L
par II :

0—-I—-E—L—0.
Supposons que cette extension se scinde lorsqu’on prend les vecteurs localement analytiques,

i.e. E2» = 7120 ¢ I, On prend maintenant le complété unitaire universel pour obtenir E 22
II® L (cf. [16]), c’est-a-dire que 'extension initiale était scindée.

De plus, comme dimy, HomL[G}(St%’, Hlan) = 1 et dimg, Vc(o’l) = 2, on obtient que
dimyp, HI(G;Hlan) = 1. Ainsi, dimp, HI(G;H) est 0 ou 1 et il reste a prouver que

Hl(G; H) # 0. Or si Hl(G; H) = 0, le diagramme (12.16) fournit une injection %, -
équivariante L — Vém) ce qui est impossible, donc dimy HY{(G'; H) =1.
Finalement, les fleches verticales dans le diagramme (12.16)) sont des isomorphismes pour
des raisons de dimension et on a bien démontré que Hg; & Vﬁo’l).
O

12.5. Entrelacement des V2

Le but de ce numéro est de montrer le théoréme suivant :

Théoréme 12.24. — Soit A € Py tel que w(\) # 1,

Hom g, (V2 , Hig(Hos V(1)) 2 (32) @ Wy,

Une conséquence de ce théoreme et du théoreme est la multiplicité étale : en effet, W)

n’a pas de vecteurs G-bornés comme w(\) > 1 et le complété unitaire universel de Zi\: et Hi‘:
comme on I’a rappelé au numéro [12.1

Corollaire 12.25. — Soit A € Py tel que w(\) # 1,

Homp g, (VA , Hy(Hg, ; Sym V(1)) = (I12)".

On supposera toujours que w(A) # 1.
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12.5.1. Les L-presque-C-représentations. — On va utiliser Cy, la catégorie des L-presque-C-
représentations, construite a partir de la catégorie des presque-C-représentations (cf. [34]), noté
C, munis d’une structure de L-espace vectoriel. Comme pour les presques-C-représentations, Cy,
est muni d’une L-hauteur hz, et d’'une dimension principale d. Si X et Y sont des L-presque-C-
représentations, les groupes Exte, (X,Y) sont des L-espaces vectoriels de dimension finie, nuls
sin > 3 et pour i =0,1,2, on a une dualité parfaite

Extg, (X,Y) x Ext (Y, X(1)) = L.
o X(1) est le tordu de X par le caractere cyclotomique. De plus, on a une formule d’Euler-
Poincaré qui s’écrit x(X,Y) = —hr(X)h(Y) ou

2

XL(X,Y) = (~1)"dim Ext}, (X,Y).
i=0
Tous ces résultats se déduisent directement des résultats correspondant dans C.

On peut réinterpréter les presque-C-représentations (et surement aussi les L-presque-C-
représentations ce qui ne sera pas nécessaire) en termes de fibrés sur la courbe de Fargues-
Fontaine Xpp = A¥p,c. Notons M la catégorie des Opp = Oxpp-modules cohérents %@p—
équivariants sur la courbe. Cette catégorie a une théorie des pentes de Harder-Narasimhan et
on peut considérer la sous catégorie MT C M des fibrés effectifs, i.e. ceux qui sont de pentes
positives (cf. [32]). On rappelle le théoréme A de [35] sous la forme d’une proposition

Proposition 12.26. — Il existe un foncteur F — HO(XFF; ]-') de sections globales, a valeurs
dans C, qui induit une équivalence de catégories M+ = CT.

Soit d = [L: Qp], alors par hypothese, les presque-C-représentations qui apparaissent dans le
diagramme sont les suivantes :

e B)\(L) = B) ®q, L de dimension principale d - w(\) et de L-hauteur 0,
e UY(L) = U ®q,» L, pour i = 0,1, de L-hauteur 1 et de dimension principale % cw(A);
rappelons qu’on a les suites exactes (cf. [11], Proposition 2.10])

0— szt“t;”(A)H — U =By —0,

0— szt’\lt;”(’\)*l — Ul = By —0,
e Q) =B\(L)/U{(L) pour i = 0,1 est de L-hauteur —1 et de dimension principale & - w())
On commence par un lemme préliminaire :
Lemme 12.27. — Soit V. une L-représentation de %y, de dimension finie et U €

Extz (V,U) =0.

Démonstration. — On pose w = w(A), il suffit de montrer le résultat pour A; = 0, quitte
A tordre par tM (ainsi w = o). En utilisant la dualité de Poincaré, il suffit de montrer que
HomcL(U , V) = 0. Commencons par le montrer pour UR(L) ce qui revient a le montrer dans C

pour U = U?\. Or U est une presque-C-représentation effective et on utilise la proposition |12.26)
ce qui donne

HY(Xpr; O(2F)) = U, HYApp; O®q, V) = V.
Comme wT‘H >0, on a
Hom.,(0(251) , 09, V) = 0.
Ainsi, d’apres la proposition a fortiori Homc(U , V) = 0 et de méme HomcL(Ug]\ (L), V) =0.

Pour U = B, comme on a une surjection Ug — B on en déduit une injection

Home(By, V) < Home(US, V) =0,
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et donc Homc(BA7 V) = 0 et de méme HomCL(BA(L), V) = 0. Finalement, la surjection
BA(L) = Q% donne l'injection

Home, (@Y, V) < Homg, (BA(L), V) =0,
ce qui démontre que HomcL(Qg , V) =0. O
Lemme 12.28. — Soit V = V2. Alors on a
1. Homy [, ](V UA( )) est un L-espace vectoriel de dimension 1 pour ¢ =10,1,
2. Homy g, (V' Ba(L)) et Exti[ng](V, Ba(L)) sont des L-espaces vectoriels de dimension 1.
3. ExtL[ng](V, (L )) est un L-espace vectoriel de dimension 3,

4. Exth%p](v, Qg) =0 et HomL[ng}(V, QE{) est un L-espace vectoriel de dimension 2.
Démonstration. — On omettra les indices de Hom et Ext, qui sont tous dans la catégorie Cr,.
Comme précédemment, posons w = w(\) et supposons que A1 = 0 (ainsi w = Ag); le cas A\ > 0
s’en déduit directement en multipliant par tM.

e On suppose que L # 0o, la preuve dans le cas exceptionnel se fait exactement de la méme
facon. Rappelons que Dy (V*) = Spy(w)* = Leo @ Let avec p(ef) = pWt/2es olel) =
p(w D/2ex. Nejp = e et Net = 0. De plus, B = Bf[u] avec Nu = —1 et ¢(u) = pu. On
commence par remarquer que, comme V est semi-stable, on a

* ~ * N= * * *
V* ®q, Ber & (Sp(w)* ©g, Bst)" = €{Ba(L) @ (¢} + ue})Be(L),

ce qui donne
w+1

Ve, (BT = (Ball)” T @ (Bu(L) T
2_, w—1 2_, -2
V'eg, (BL)T T = (Ba()” e ( (L))"
-2 2_.2
Ceci nous donne le premier point puisque ( (L )) et (B (L))‘P P" nont pas d’inva-
riants sous ¥, et les invariants sous %g,, de (B;;(L)) “*=1 Sont L.

e Passons au point 2. Comme V est de Rham, on a
V* @1 BA(L) 2 Fil®(Dar (V*) @1 Bar(L)) /Fil* (Dar(V*) ®1 Bar(L)).

On choisit une base compatible avec la filtration Dgr(V*) = Lfy, ® Lfo, ce qui donne

Fil’(Dar(V*) ®g, Bar) =t “fuBIx (L) & foBlx (L),

Fil”(Dar(V*) ®g, Bar) = fuBig (L) ® t* foBlx (L).
Donc V* ®q, Bx = fut™“Bx @ foB), dont la premicre composante n’a pas d’in-
variant sous %@p et la seconde a exactement L comme invariants sous %@p ; ainsi
Hom(V, B A(L)) = L. Pour la seconde partie du second point on remarque que xr,(V,By) =0
mais comme par le lemme [12.27 Ext*(V', BA(L)) = 0, ceci donne dimy Ext'(V', By(L)) =
dimyp, Hom(V, B A(L)) =1, ce qui finit la preuve du second point.

e Pour le troisieme point, la formule d’Euler-Poincaré donne x(V, Ug(L)) = —2. Le lemme
12.27|donne Ext*(V', US(L)) = 0. Donc dim, Ext'(V', US(L)) = 2+dimz, Hom(V', UY(L)) =
3 en vertu du premier point.

e Le dernier point est plus délicat, commengons par montrer que les deux énoncés sont
équivalents. La formule d’Euler-Poincaré nous assure que

xo(V, Q%) =2
et, par le lemme Ext2(V, Qg) =0, ce qui donne
dimy, Hom(V, Qg) =2+ dimy, Extl(V , Qg).
Il reste a montrer Extl(V, Qg) = 0. On applique Hom(V, . ) a la suite exacte courte
0 — US(L) = By(L) — QY — 0,
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pour obtenir la suite exacte
Ext'(V, U3(L)) — Ext'(V, BA(L)) — Ext'(V, Q%) — 0,

olt le zéro & droite provient de Iannulation de Ext*(V', US(L)) donnée par le lemme [12.27] 11
suffit de montrer que ’application

Ext(V, US(L)) — Ext'(V, By(L))

est surjective. On applique maintenant Hom(V, . ) a la suite exacte fondamentale (& laquelle
on a appliqué - ®qQ,» L)

0— Lty = UR(L) = By@g, L =0,
pour obtenir la suite exacte
Ext'(V, UX(L)) = Ext{(V, By®q,, L) = ExtX(V, L-t5").

Mais par la dualité Eth(V, L - té”“) = Hom(L : t;”“, V(l)) = 0 puisque les deux
représentations sont irréductibles et ne sont pas isomorphes. Ainsi Extl(V, U?\(L)) —
Extl(V, B ®Q,2 L) est surjective. Il suffit de montrer que 'application naturelle

g: Ext’(V', By(L)) — Ext'(V, By ®q,. L)

est un isomorphisme; elle est induite par la surjection naturelle p: By ®q, L = BA(L) —
B, ®Q,2 L. Tl existe o € B(J{R et a € L tel que le noyau de p soit engendré par e := o’ ®1—1®a,
i.e. Kerp = e-By(L). Notons que ¢, agit non-trivialement sur e au travers de son quotient
non-ramifié %y, — Z/2Z (soit au travers du caractére non-ramifié y2). Ainsi, par la suite
exacte longue que 1’on obtient en appliquant Hom(V, ) a

0 — Kerp — B)\(L) — B ®@p2 L —0,

il suffit de montrer que Extl(V , Ker p) =0et Extz(V , Ker p) = 0. Or, d’apres le lemme
EXtQ(V®X2 ) B,\(L)) = 0 et comme x1,(V,Kerp) = 0, il reste & montrer que Hom(V, Kerp) =
0 pour conclure, ce que 'on fait par la méme méthode que pour le second point. En gardant
les mémes notations, on obtient

V* ®q, Kerp = ef,t"“By(L) ® efoBA(L),

qui n’a pas d’invariant sous ¢p, puisqu’il agit non-trivialement sur e au travers d’un quotient
fini. Ainsi, Hom(V, Ker p) = 0 et on obtient que g est un isomorphisme, ce qui acheve la
preuve du lemme.

O]

12.5.2. Preuve du théoréme [12.24, — On se donne A\ € Py et £ € LU {oo}. On commence
par appliquer HomL[ng](Vg‘ , ) a la suite exacte du corollaire |12.15 Posons

E2 = HOInL[ng](VE)\, Q(/)\),
qui est un L-espace vectoriel de dimension 2 d’apres le 4 du lemme [12.28] On obtient

Proposition 12.29. — On a une suite exacte stricte de L-représentations de Fréchet de G

(12.17) 0 — Ey @ Wy — Hompg, (V2 Hpe) = (St5")" = 0.

Démonstration. — Notons V' = VEA et simplement Hom = Hompg, | et Ext! = Ext}:[g ]
. v Qp

comme précédemment. A partir du corollaire [12.15| on obtient la suite exacte

(12.18) 0= QoL Wy —Hyy — K =0

avec K = Ker(BA(L) ®L wx — Qi@L(Stl/\alg),). On va montrer que HomL[gg@p](V, K) =
wy. Comme K — By(L) ®1 wy, on obtient une inclusion HomL[ng}(V, K) — w) puisque
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Hom L[ng](V, B )\(L)) > [ d’apres le lemme [12.28] On dévisse K ; le lemme du serpent appliqué

au diagramme commutatif suivant

0—— BA®QPOA/WA — B)\&X\)QPW)\ — By ®Q, (Stl)?lg)/ — 0

i | L

0 s K S B,\@)@pw)\ —_— Qg ®r (Sty°) —— 0.

donne la suite exacte
0 = BA(L)®L0A/Wy — K — U} @7 (St2'8) — 0.
On lui applique Hom(V, -) pour obtenir a l'aide du lemme [12.28| la suite exacte

(12.19) 0— O)\/W)\ — HOHIL[(J/QP}(V, K) — (Stlflg)/ E) O,\/W)\,

ou la derniere fleche est nulle puisque (Stlflg)’ et O)/W, sont deux L-représentations
irréductibles de G non-isomorphes. Or HOIHL[g@p}(‘/, K) < wy et comme elles ont les mémes
composantes d’apres la suite exacte (¢f. la remarque [12.16)) cette inclusion est un
isomorphisme. Finalement, on applique Hom(V, - ) a[12.18 pour obtenir la suite exacte

0 — By @1 Wy — Hom(V,H},) — (St§") — 0

puisque Extl(V7 Qg) = 0 d’apres le quatrieme point du lemme ce qui conclut la preuve
de la proposition. O

On peut maintenant démontrer le théoreme Notons H, = HomL[ng](VE)‘, Hgét).
Il suffit d’analyser l'extension que lon obtient dans la proposition [12.29 Pour com-
mencer, on applique Hom L[G]((Stl)‘f‘n)/, . ) a . Rappelons (c¢f. lemme que
Ext}:[é]((Stl/\"m)/, W)\) =~ Ext}:[é](W;‘, Stl)‘:"n) = Hom( ;,L) qui est un L-espace vectoriel
de dimension 2. Ainsi, I’extension nous donne un sous-espace L - e € P(Hom( s L))
correspondant a HomL[ng](Vé\ , Hgét) ; on veut montrer qu’il n’est pas nul et que par 'identifi-
cation IP(Hom( s L)) = PY(L) du paragraphe il correspond a £ € L U {oo}.

Soit £1 € LU {oo} et considérons l'extension non-scindée associée a L; :

(12.20) 0— Wy — (22,) — (Stf»)" —o.

Alors, d’apres le théoreme |12.17} et comme les actions de ¢, et G commutent sur Hgét, on en
déduit que
L sify=0CL,

Hompg((£2,)", He) 2 Hompjg, (V2 Hompg((£2,), Hpa)) = {0 S L 4L

En particulier, I'extension (12.17)) ne peut pas étre triviale et il reste a montrer que ce n’est pas
< I'extension universelle >. Plus concretement, on veut montrer Hy = W) @ (E%),. On vient de
montrer que 22 " H ¢ et en analysant les composantes de Jordan-Holder, données par la
suite exacte (12.17)), on obtient la suite exacte courte

(12.21) 0— (22) = He — Wy — 0.

Il suffit de montrer que cette suite exacte est scindée ; pour cela, on lui applique Homg(W,\ , )
et on obtient

(12.22) 0 — Homg(Wy, (£2)) — Homg(Wy, Hz) L Homa(Wy , Wi) & Exth(Wh, (32))

On va montrer que f est surjective, ce qui implique 6 = 0 comme on le veut. On calcule les
trois premiers termes de la suite exacte précédente :

° Hom(;(WA, (22\:)’) = L d’apres le lemme de Schur,
° Homg(WA, H 5) = E, = L[? en appliquant Homg(W,\, ) a la suite exacte et en
utilisant que Homg(WA, (Stl/\an)/) =0 (cf. )
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° Homg(WA , WA) = L par le lemme de Schur.
Ainsi, la suite exacte (12.22)) devient
0 L1240,

ce qui montre bien que f est surjective, donc que la suite exacte courte ((12.21]) est scindée. On
obtient donc
!/
He =Wy @ (27)

comme on voulait.

13. Fin de la preuve
Le but de cette ultime section est de finir la démonstration du théoréme principal :

Théoréme 13.1. — Soit V une L-représentation absolument irréductible de “9g, de dimen-
sion = 2.

1. Si 'V est spéciale ou cuspidale, de dimension 2,
Hompy, ((V, HY(M ; Sym V(1)) = TI(V) @ JL*E(V),
2. Dans tous les autres cas,

Homppy,, (V' H}(M ; Sym V(1)) = 0.

Nos efforts précédents ont abouti au corollaire suivant :

Corollaire 13.2. — Soit 11 une L-représentation de Banach, unitaire, admissible et absolu-
ment irréductible de G, alors

A A ST — T i ~
HomL[G](H’, Hét(M%O, SymV(l))) ~ {VM’g ®rJLy sill=1Iy, o spéciale ou cuspidale,

0 si I n’est pas du type ci-dessus.

Démonstration. — On utilise les notations du numéro [9.1, D’apres le corollaire il existe
X: Q; — L un caractere lisse tel que

HomL[G](H', Hét) = HomL[G](H', pHét &® (X o V)),

et quitte a tordre par x on peut donc supposer que x = 1. Comme Paction de G est lisse sur
pHét et se factorise par un quotient compact, on a

(13.1) PHg = @ @ PHY [M] ®r JLyy
AePy ME(I)N|;D)\|

ot PHY [M] = HomL[Gv](JLj\\4 , PHY,). Ainsi, il existe A € Py et M € <I>N|7;\‘ tel que
Hom (I, HY,) = Homy (I, HY[M]) ® JL),
Supposons que cet espace n’est pas nul.
e Si M est cuspidal, alors d’apres le théoreme [11.16} II = H%Laﬂ pour . C Mg et
HOHlL[G](H/ 5 ﬁét) = Vﬁwg XL JL?M

e Si M est spécial, on suppose w(A) # 1 et comme x = 1 on a soit M = Spy(|A]), soit
M = Sp(|A]). Dans les deux cas H), [M] = (H),)¢ = HY(Hc; Va(1)) (a partir de Hochschild-
Serre, comme Hgt(MOCO; VA(l)) = 0 puisque w(\) > 1) . Alors, d’apres le théoréme [12.18| on
a Il =TI} pour £ € LU {co} et

HomL[G](H', IzIét) = Vé\ Q1 Wh.
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On a déja la premiere partie du théoreme [13.1] que 'on résume aussi sous la forme d’un
corollaire ; il se déduit a partir des théoréemes et [12.25] Comme la preuve est exactement
la méme que pour le corollaire on se permet de 'omettre.

Corollaire 13.3. — Soit M un L-(¢, N,%g,)-module absolument irréductible ou exceptionnel
de pente 1 — |\|/2 et L est une L-droite de Mgg telle que si M est spécial alors w(\) # 1 (i.e.
Vﬁg est absolument irréductible), on a

Hom i, Vit » Ha(ME 5 Sym V(1)) = (I &) © JLa;.
En particulier, cet entrelacement n’est pas nul.

On déduit de ces théoremes que la cohomologie étale p-adique a coefficients isotriviaux encode
la correspondance de Langlands locale p-adique pour les représentations spéciales et cuspidales
de dimension 2. Pour finir la démonstration du théoréme Il reste & montrer qu’a part des
caracteres lisses, le socle de Hét(l\v/loco, SymV(l)) ne contient que des représentations spéciales
ou cuspidales de dimension 2 de poids A € Py. On le fait en suivant Pargument de [19] 5.10].

Proposition 13.4. — Soit V une L-représentation absolument irréductible de %y, de dimen-
ston = 2. Si HomLWQp}(V, Hét(MOCO, SymV(l))) % 0 alors V est de dimension 2, spéciale ou
cuspidale.

Démonstration. — Comme précédemment, quitte & tordre par un caractere lisse, on peut rem-
placer Mg par PM¢¥. Montrons que si V' est une L-représentation absolument irréductible de
%, qui n’est ni spéciale, ni cuspidale ou bien de dimension > 3, alors

Homg, (V, Hy(PMZ ; Sym V(1)) = 0.
Supposons le contraire, on raisonne par contradiction. Posons
T(V) := Homg, (V, H4(PMZ ; SymV(1)))’,

qui définit une L-représentation de Banach contenant un réseau (défini & partir d’un réseau dans
V et des réseaux V) que 'on note II'" (V') et dont la réduction modulo I'idéal maximal my, de O,
est de longueur finie par le théoréme de finitude[10.12]: II(V) est donc admissible. Ainsi, II(V) est
une L-représentation de Banach unitaire admissible et de longueur finie. On peut donc supposer
que II(V') a comme quotient une L-représentation de Banach unitaire, admissible et absolument
irréductible que ’on note II. On en déduit une injection V' — Homg(H’ , Hét( PMZ ; Sym V(l)))
ce qui est une contradiction avec le corollaire [13.2] O
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