FACTORISATION DE LA COHOMOLOGIE DE SYSTEMES LOCAUX
p-ADIQUES SUR LE DEMI-PLAN DE DRINFELD

par

Arnaud Vanhaecke

Résumé. — On calcule le premier groupe de cohomologie de I’algebre symétrique du systeme local
étale p-adique universel sur la tour de revétement du demi-plan p-adique de Drinfeld. Le résultat
s’énonce sous une forme factorisée en utilisant la correspondance de Langlands p-adique en famille
sur les anneaux de Kisin. Ce travail étend les résultats correspondants de Colmez, Dospinescu et
Niziol pour les coefficients triviaux. Il repose sur le calcul des multiplicités automorphes dans le
groupe de cohomologie étale du systeéme local, obtenu dans un article antérieur, et la détermination
des anneaux de Kisin pour le type spécial comme fonctions sur un ouvert analytique de la droite
projective.

Abstract. — We compute the first cohomology group of the symmetric algebra of the universal
étale p-adic local system on the tower of coverings of Drinfeld’s p-adic half-plane. The result takes
a factorized form, using the p-adic Langlands correspondence in families over Kisin rings. This
work extends the corresponding results of Colmez, Dospinescu, and Niziol for trivial coefficients. It
relies on the computation of automorphic multiplicities in the étale cohomology group of the local
system, done in a previous paper, as well as on the determination of the Kisin rings for the special
type as functions on an analytic open subset of the projective line.
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1. Introduction

Soit p un nombre premier, %, = Gal(@p/(@p) le groupe de Galois absolu de Q,, G =
GL2(Qp) et G = D* le groupe des unités de D, lalgébre des quaternions non scindée sur
Qp- Soit C' le complété d'une cloture algébrique @p de Q,, et soit L une extension finie, assez
grande, de Q, qui est notre corps des coefficients. Dans [26], nous avons calculé la multiplicité
des représentations galoisiennes dans la cohomologie (c’est-a-dire, dans le premier groupe de
cohomologie) de I'algebre symétrique du systéme local universel, notée SymV(1), sur la tour de
revétements de Drinfeld {Mg}n>o, en termes de la correspondance de Langlands p-adique.

Ce travail étendait des résultats de Colmez Dospinescu et Niziol (¢f. [9]) qui traitent le cas
des coefficients triviaux L(1). Les deux différences principales sont les suivantes :

e Alors que la cohomologie étale de {I\V/IE}T@O a coefficients dans L(1) fait apparaitre les
représentations potentiellement cristallines a poids de Hodge-Tate (0, 1), la cohomologie &
coefficients dans SymV(1) fait apparaitre toutes les représentations potentiellement cristal-
lines a poids de Hodge-Tate réguliers positifs.

e Une seconde différence, plus importante, est que la cohomologie étale de 1\7[00 a coefficients dans
L(1) est simplement le dual d’une steinberg continue, alors qu’a coefficients dans SymV(1),
elle fait apparaitre toutes les représentations semi-stables non cristallines (et méme une
représentation cristalline dite exceptionnelle), avec la multiplicité attendue (i.e. donnée par
la correspondance de Langlands p-adique).

A la suite de [9] et pour p > 3, Colmez Dospinescu et Niziol déterminent la structure compléte
de la cohomologie étale d {pM% }n>0 & coefficients dans L(1) comme L|G x ¥, x G]-module
p

(¢f. [11]). Le résultat s’énonce sous une forme factorisée, similaire a la description d’Emerton
(¢f. [17]) dans le cas de la cohomologie complétée des courbes modulaires, et fait intervenir les
anneaux de déformation potentiellement cristallins introduits par Kisin (¢f. [20]), dont certaines
propriétés essentielles (en particulier que se sont des produits finis d’anneaux principaux) ont
été établies dans [10].

1.1. Enoncés des résultats. — Le but de cet article est de poursuivre cette entreprise, a
partir des résultats de [26], pour obtenir une description similaire de la cohomologie de pM% a
D

coefficients dans SymV/(1), comme L[G x ¥, x G]-module, sous une forme factorisée :

Théoréme 1.1. — Pourp > 3, on a un isomorphisme de L[GX%QP xé]—modules topologiques :

Hét(pM%p ; SymV(1)) = @ EB(@ (o3 01) © par @ Riyar) @1 JLAY
AN M B

Expliquons brievement les termes de cet énoncé, qui seront détaillés dans la suite.

e La premiere somme porte sur les poids de Hodge-Tate A = (A1, A2) € N2 tels que Ay > Ay = 0.
La seconde somme porte sur les L-(¢, N, %, )-modules spéciaux et cuspidaux M compatibles
a A et de niveau < n. La troisieme somme, complétée pour la topologie p-adique, porte sur
les blocs B des représentations de G modulo p que I'on identifie (¢f. [23]) aux représentations
pp modulo p de ¥, semi-simples et de dimension 2.

e Les produits tensoriels sont au-dessus de l’anneau de Kisin Rl/\S,M qui est I'anneau de
déformation de pp des représentations de type M et a poids de Hodge-Tate \; R}; a est
le L-dual continu de R} ,,. Le R} ,/[o,]-module pj ,, est la déformation universelle et

H(pz\i 1) est le dual stéréotypique du Ri‘i 1 [GJ-module associé a pg, s bar la correspondance
de Langlands p-adique.

MWDeux petites différences avec le cas précédent sont de remplacer C' par @p dans les coefficients de 1’espace de
Drinfeld et de considérer pM% = 1\7% /p, o p est vu comme un élément de G.
P P
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e Le dernier terme JL}, est la représentation localement algébrique de G' de poids (A1, Ay — 1)
associée a M par la correspondance de Jacquet-Langlands.

Pour M cuspidal (apparaissant deés que n > 1), le résultat est exactement le méme que celui
de [11], et fait intervenir les poids supérieurs. Il suffit alors, en utilisant les résultats de [10] et
les calculs de [26], de reprendre pas a pas la démonstration de [11]. L’un des points les plus
délicat de de [11] est la démonstration de propriétés de finitude la cohomologie étale modulo
p; a coefficients, on peut directement utiliser ces résultats puisque le systéme local en question
modulo p devient trivial sur un revétement fini, puis utiliser la suite spectrale d’Hochschild-Serre
pour obtenir ces propriétés pour tous les étages.

Pour M spécial (c’est-a-dire, n = 0 a torsion par un caractere pres), alors que le résultat a
coefficients dans L(1) est simplement que la cohomologie étale du demi-plan de Drinfeld est le
dual d’une steinberg continue, il est bien plus riche a coefficients non triviaux. La preuve de ce
cas constitue le noyau dur du présent travail. En particulier, pour démontrer le théoreme 1.1
dans le cas spécial, on doit adapter les résultats de [10] aux anneaux de Kisin de type spécial ;
le théoreme utilisé, obtenu dans le chapitre 2, est le suivant :

Théoréme 1.2. — Supposons p > 3, si A = (A1, A2) € N? sont tels que Ao — A1 > 1 et M un
L-(p, N,%g,)-module de rang 2 tel que N # 0, alors 'anneau de Kisin Rg,M est l'anneau des

. . . . 1 . .
fonctions analytiques bornées sur un ouvert analytique de IPL’an; de plus, c’est un produit fini
d’anneaux principau.

1.2. Notations. — On suppose que p > 3. Soient #g, C 9, le groupe de Weil et # %, le
groupe de Weil-Deligne. On note Op C D l'unique ordre maximal et wp € Op une uniformi-
sante. On suppose que L est assez grande, en particulier qu’elle contient toutes les extensions
quadratiques de Q,. Soient O; C L l'anneau des entiers, m; C Op son idéal maximal et
kr = Op/mp son corps résiduel. On fixe w; € my une uniformisante. Pour A un anneau
(topologique), une A-représentation (continue) désigne une représentation sur un A-module
(topologique). De plus, tous les Hom entre A-représentations topologiques seront continus et
munis de la topologie de la convergence uniforme sur les parties fortement bornées.

Soit rec: #g, — Q) le morphisme de réciprocité, normalisé de sorte que le frobenius
arithmétique soit envoyé sur p, det: G — Q}f le déterminant et nrd: G — sz la norme réduite.
Au travers de ces caracteres tout L-caractere (i.e. L-représentation de dimension 1) de Q
définit un L-caractere de #g,, G et G et s'il est unitaire (i.e. & coefficients dans OF), de %y, ;
on identifie ainsi les caractéres de ces groupes. On note w: Q; — O7 le caractére cyclotomique
défini pour = € Q par w(z) = z|zlp.

1.2.1. Types spéciauz et cuspidauz. — On fixe une injection D — May(L) qui définit une in-
jection G < GLg(L), ce qui est possible puisque L contient une extension quadratique de Qp-
On note
Pi={(A,\2) € N? | Xy > A1},

I’ensemble des poids de Hodge-Tuate réguliers et P C P ’ensemble des poids positifs, i.e. tels
que A1 > 0. AXePon associe w(A) ==Xy — A\ € Net [\ := X2+ A1 €Z et on dit que A € P
est tres régulier si w(A) > 1. Si V est une L-représentation de Rham de ¢p, on dit qu’elle est
a poids de Hodge-Tate A = (A1, A2) si ses poids de Hodge-Tate sont Aj et Ag.

Un L-(p, N, %, )-module est un L ®q, Q'-module M muni d'un frobenius ¢, d'un opérateur
de monodromie N tel que Ny = ppN et d'une action lisse de ¥, commutant a ¢ et N. On
associe a M une L-représentation de Weil-Deligne WD(M), i.e. une représentation du groupe
W Pq,- Si M est de rang 2, on dit que M est
o cuspidal st WD(M) est absolument irréductible ; dans ce cas N = 0,

e exceptionnel si WD(M) = x1 @ x2 ol x1, Xx2: #g, — L™ sont deux caracteres lisses tels que

X1Xa - ]rec\;ﬂ, ou rec: #p, — Q, est le morphisme de réciprocité,

e spécial si M est exceptionnel ou bien si N # 0 (notons que N # 0 implique que WD(M)"®
est exceptionnel).
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Pour A € P, on note (cf. [26, Définition 11.2]) ON, (resp. ®Ny) I'ensemble des L-(o, N, %, )-
modules spéciau (resp. non exceptionnel) ou cuspidaux dont la moyenne des pentes est
1—|A|/2 (®Ny ne dépend donc que de [A]). A X € P et M € ®N, on associe des représentations

localement algébriques unitaires de G et G :

e Soit LLjs la L-représentation lisse de G obtenue en appliquant la correspondance de Langlands
locale & WD(M). On définit une L-représentation unitaire localement algébrique de G de poids
()\1, )\2 - 1) :

LL), = LLy @1 Symy™ ™' @, det™,
ol Squf(’\)_l est la puissance w(A) — 1 = (A2 — A1) — 1 symétrique de la représentation
standard L? de G. On note (3, le L-caractere central (unitaire) de LL};.
Si M est spécial non exceptionnel, alors LL?M est la torsion par C])\‘/[ o det de la steinberg
localement algébrique de poids (A1, A2 — 1), définie par Stlflg = St7° ®r Wy, on

[y

A—

A)—1 5

Wy = Squf( 7 @ det™ @y, |det|, 2,
et St3° est la steinberg lisse de G i.e. 'espace des fonctions localement constantes sur P(Q,)
modulo les fonctions constantes. Notons que le dernier facteur de la définition de Wy, ol
Pon rappelle que |A\| = A2 + A1, est présent pour s’assurer que Stl/\alg est unitaire. Si M est

exceptionnel, LL}/[ es | la torsion par (¢ 11\4 odet) de I'unique extension localement algébrique

~lal
de Wy par Stlflg que 'on note St/\8Lg

° Soi JLas la L-représentation lisse de G associée & LLys par la correspondance de J acquet-
Langlands a JLjs. On définit une L-représentation unitaire localement algébrique de G de
poids (A, A\a — 1) :

JL?/[ =JLy ®p1 SymlLU(A)_1 QL nrd>‘1,

M1 est vu comme représentation de G au travers de l'injection G < GLg(L). Le
caractere central de JLR/[ est le méme que celui de LL},, c’est-a-dire C])\‘/[
Si M est spécial, JLy; = Wy @, (3, o nrd) ol

ol Symf

A—1
(1.1) W)y = Symfo‘)_1 @p nrd™ ®f [nrd|, 2 .

Coté galoisien, siA € Pet M € dN x alors on dit que V', une L-représentation de Rham de ¢,
de dimension 2, est de typ (M, M) si elle est a poids de Hodge-Tate A et @Dpst(V) = M[-1].
En particulier, on dit que V est cuspidale (resp. spéciale, exceptionnelle) si M est cuspidal (resp.
spécial, exceptionnel).

Si V est de type (M,\), elle est caractérisée par un invariant . € P!(Mggr) qui est le
parametre de la filtration a deux crans sur Myg = (M ®qur @p)%p = Dgyr(V). De plus, A € P,
M € ®N, et .Z € P! (Mgg) définissent un (i, N, %, )-module filtré M2, qui, s'il est (faiblement)
admissibl définit VJ\/\L o, une L-représentation de ¢, par (cf. [13]) :

(1.2) Vit e = Va(M3[1]) = (M ®qy Bs)?=? NFil’(Bar ©g, Mar),

@Pour M € ®N, non cuspidal on dira simplement que M est spécial, sous-entendu non exceptionnel. La
distinction entre ®N A et Ny apparait surtout pour la fluidité de 'introduction. Dans la suite on utilisera surtout
® N, puisque les représentations exceptionnelles apparaissent par déformation des représentations spéciales non
exceptionnelles.

3)Ce n’est pas la définition < usuelle > de la correspondance de Langlands locale (¢f. [T, VI 6. 11]).

7] faut ici supposer que L est assez grand pour que JLas soit défini sur L.

()On n’a pas recours ici & Pabus de notation dans [26] ou le type d’une représentation exceptionnelle est donné
par M € ®N,.

©Pour D un p-module et k € Z on note DIk] le module D muni du frobenius p* .

(MSi M est cuspidal alors M2, est admissible pour tout .Z € P'(Mgr), si M est spécial il existe un seul
& € P*(Mar) tel que M?, n’est pas admissible et si M est exceptionnel tous les M2, admissibles sont isomorphes.
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et V = Vﬁﬁ, ce qui permet de reconstruire V' a partir de (M, \,.%Z). De plus, VA}’L est de
déterminant ¢ fgw.

La correspondance de Langlands p-adique (cf. [7]), V + II(V) associe une L-représentation
de Banach unitaire admissible de G & V' une L-représentation de ¢y, de dimension 2. Si A € P et
M € ®N) ce foncteur établit une bijection entre les L-représentations absolument irréductibles
V de 9, de type (M, )) et les complétés admissibles unitaires irréductibles de LL}, (cf. [12])
qui sont définis par HM L= H(Vﬁ r)- Si M est cuspidal (resp. spécial, exceptionnel), on dit
que H%LL est cuspidale (resp. spéciale, exceptionelle).

Réciproquement, Colmez construit (c¢f. [7]) un foncteur II — V(II) qui associe & une L-
représentation unitaire admissible de GG une L-représentation de 4, de dimension 2. Ces fonc-
teurs satisfont V o IT = id, ce qui signifie que II(V') caractérise entierement V.

1.2.2. Blocs et anneauz de déformations. — Soit (: Q) — O un caractere lisse unitaire.
Notons Tors G (resp. TorsCG) la catégorie abélienne des Op-représentations lisses de longueur
finie (et de caractére central ¢). On définit sur Irr(Tors)G), I'ensemble des kp-représentations
irréductibles de Tors©)G, la relation d’équivalence ~ engendrée par

m, 7' € Irr(TorsOG)  Ext'(m ') =0 = 7~ 7,

et on appelle bloc (absolu) de Tors G (resp. Tors‘G) une classe d’équivalence de Irr(Tors(9) @)
pour cette relation. La théorie de Gabriel (¢f. [19]) fournit une décomposition suivant les blocs

Tors' VG = H Tors(BOG,
B

ou TorsggoG C Tors9G est la sous-catégorie pleine des Op-représentations de Tors'©)G dont

toutes les composantes de Jordan-Holder sont dans B. Dans [22], Paskunas décrit les blocs B
de cette catégorie (cf. n°[3.2.3)). La correspondance de Langlands p-adique semi-simple modulo
p s’énonce alors comme une bijection (cf. [23]) :

kr-représentations

continues semi-simples de ¥,

Blocs absolues de PN
Tors G

(1.3)

de dimension 2
B = PB

On fixe un bloc B et soit pg la kp-représentation de ¥, associée. On note R%S’C I’anneau de
déformation du pseudo-caractere (trpg, det pg) et de déterminant (w. Pour A € P et M € ®N,,
Kisin (¢f. [20]) construit un quotient R%S’C —» RgzL caractérisé par la propriété suivante :
pour tout idéal maximal m, C Rgs’g[l/p], dont on note L, le corps résiduel, le morphisme
R%S’g — L, se factorise par Rg: v — Lz si et seulement si la L,-représentation définie par
R%S’C — Ly est, soit de type (M, ), ou bien de type (M’ X) o M’ est le L-(p, %, )-module
M muni de la monodromie N = 0 (¢f. la remarque . On note pz\g’L: Y0, — GLQ(R;\;L) la

Rz\g’j\r/[—représentation universelle de 4, .
On pose
A A+ 11 A A+l A A
Ry =Ry osa = rls]s X8 = Spec Ry -
Soit A € P, M € ®N, et B un bloc de Tors$1 G ot l'on rappelle que Cﬁ/‘, est le caractere
central de LL}, (et de JL},).

e La correspondance de Langlands p-adique en famille (c¢f. la définition [3.1) permet d’asso-
cier a pg ) une Rl/\i -Teprésentation topologique H(ng). On note IT(pg )" son L-dual
stéréotypiqu Pour m, C RZ\S, a un idéal maximal dont on note L, le corps résiduel, on
note p, la Ly-représentation de ¢, donnée par m,. La représentation H(pg, ) interpole les

(®)’est le L-dual continu pour la topologie de la convergence uniforme sur les parties fortement bornées, i.e. la
dualité pour laquelle les espaces de Banach et de Fréchets sont réflexifs.
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II(p,) au sens ou H(p;\S’M)’ ®py, La = II(p,)’, c’est-a-dire que les II(p,)’ sont des quotients
de TI(pp /)"
—~
e On définit LLy; le complété unitaire universel de LL}, (cf. [8]) et on choisit un Op-réseau
A=A ‘0 s , o
LL,, C LL,,. Le complété B-adique (cf. [10] et n°2.4.1 LLR}[JFB de LLR/’[+ est défini comme

la limite projective de ses quotients de longueur finie contenus dans TorsBl G. En particulier,
oLy H LLy s,

et on pose LLMB = LL v ®op L.

1.2.3. Cohomologie du systéme local p-adique. — Le demi-plan p-adique de Drinfeld est défini
comme

Hg, = Pajn \PH(Qy),
en tant que Qp-espace rigide analytique. Le groupe G agit par homographie sur Hg, et G agit
trivialement. Posons
G =G x %, x G.

Soit K une extension finie de QQ, contenant une extension quadratique de Q,, on définit P M?{ =
Hy x Z/2 qui est muni d’une action de G ou 'action sur Z/2 est donnée par +v,(det(g)) pour
g € G, par le quotient non ramifié 9y, — Z/2 pour ¥, et par +v,(nrd(g)) pour g € G. Par
convention, pour toute extension finie K de Q,, on définit pM?{ par descente galoisienne a partir
d’une extension quadratique de K. Le théoréme de Drinfeld (¢f. [16]) fournit une application
surjective

(1.4) m'(Hg,) » GT C G,

ot Gt = Of. On peut alors associer & ? M% des revétements étales et des systemes locaux.

e Pour n > 1, le sous-groupe G:& == 1 + wOp C GT définit un revétement étale galoisien
PM% — pM(]){. Pour K = @, c’est un revétement de groupe de Galoi@ G‘F/G;t On obtient
ainsi une action de G sur PM.

e Pour \ € Py, la L-représentation W (cf. 1D de G contient un réseau stable W; et la
surjection (1.4) permet de définir une Op-représentation de 7¢'(PM7%), c’est-a-dire (cf. [14]),
un Op-systéme local étale V'; et son L-systeme local associé V) = Vj\r ®o, L sur PM%.

On veut calculer la cohomologie étale du systéme local

SymV(1 @ V(1) @ Wy,
/\€P+

ou (1) désigne la torsion par le caractere cyclotomique. Dans [26], on donne une interprétation
de ce systeme local comme ’algebre symétrique du module de Tate du Op-module formel spécial
universel sur PM’%.. On n’utilisera pas cette interprétation ici. On pose

Hgt(PM” SymV(1)) = € H( pM” V(1)) @1 Wy,
AEPL

He("Mg 5 V(1) = [lim  lim  Hg("Mj; Vi(1)/p") | ®o, L.
n[K:Qpl<oo

Rappelons que dans [26], nous avons montré comment les L-représentations Vﬁ r et H}/j’ r
apparaissent par entrelacement dans la cohomologie de PMp a coefficients dans SymV(1). I

ODe plus si K est assez grand c’est un revétement de groupe de Galois Gl/é,ll ol G! := kernrd est le noyau de
la norme réduite et G = G* N GL.
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s’agit ici d’utiliser ce résultat pour obtenir une description complete de la cohomologie de pl\/%
P

a coefficients dans SymV(1).

1.3. Plan de P’article. — Apres cette introduction, 'article est constitué de deux sections.
La seconde section est consacrée a la preuve du théoreme qui est ensuite utilisée pour
démontrer le théoreme [I.11

e Dans la section 2, apres avoir énoncé le résultat principal, on commence, (cf. no, par
quelques rappels sur les représentations spéciales et on construit un réseau dans le complété
unitaire universel de la steinberg localement algébrique (cf. no. On calcule alors les
déformations de de Rham infinitésimales universelles des représentations spéciales (cf. n°[2.2/et
1r1O avant d’en déduire les complétés de longueur finie de la steinberg localement algébrique
(¢f. la proposition . On utilise ensuite ces résultats pour déterminer les anneaux locaux
complétés de anneau de Kisin (cf. nO apres avoir rappellé quelques propriétés des
B-complétés (cf. n°. Finalement, ceci permet de définir une application analytique de
I’analytifié du spectre de I'anneau de Kisin vers la droite projective et de montrer que cet
application est une immersion ouverte (cf. no, ce qui acheve la preuve du théoreme (cf.
no.

e Dans la section 3, on commence par définir les derniers termes de I’énoncé du théoreme [1.1
On complete ensuite certains résultats de [26], notamment les théoremes de finitude (cf.

n®3.1.3)) et le passage de I\U/Ig a pl\/% (cf. n°13.1.4)). On démontre ensuite la décomposition en

D
blocs au niveau entier (cf. n°[3.2.2)). Enfin, apres quelques lemmes techniques (cf. n°3.2.3| et
le lemme [3.21)), on termine la preuve du théoreme au n°|3.2.4]

1.4. Remerciements. — Je tiens a remercier Colmez, Dospinescu et Niziot; il est évident
que ce travail leur doit énormément. Je remercie le Morningside Cente of Mathematics de la
Chinese Academy of Sciences, ou ce travail a été réalisé, pour ses excellentes conditions de
travail. Je remercie particulierement Zicheng Qian pour de nombreuses discussions éclairantes.

2. Anneaux de Kisin
Soit A € P et M € ®N). Si M est spécial supposons de plus que w(A) > 1.
(2.1) Torp = End(LLy;5), Yy s :=Spec(Tiyz), oarp = V(LL)p).

On veut démontrer que T]’\\/[ g st un anneau de déformation et que a])\‘/[ 5 est la famille universelle
sur ce dernier. Le théoréeme s’énonce de la fagon suivante :
Théoréme 2.1. —

‘ . . , ‘ 1
1. L’anneau T](}B s’identifie aux fonctions bornées sur un ouvert analytique de ]P’L’an
algébriguement, c’est le produit d’anneaur principau.

2. On a un isomorphisme d’anneauz Rg = TA/\/[ g- De plus ag est canoniquement isomorphe
a la représentation universelle sur RgM, i.e. 0'J>\‘/LB = pz\;M.

Remarque 2.2. —

e Quitte prendre L plus grand, on peut supposer que tous blocs sont absolus (c¢f. [10, Remarque
1.9]), ce que l'on fera dans toute la suite.

e Pour M cuspidal, ce théoreme est démontré dans [10]. Dans la section 2, on traite le cas ou
M est spécial par les mémes méthodes.

e La difficulté principale provient de la représentation exceptionnelle qui correspond a l'idéal
maximal de Rg > pour M spécial et B un bloc précis, pour lequel la représentation associée
est cristalline. La raison est que cette représentation admet une déformation cristalline et on
doit montrer qu’elle n’apparait pas dans Ri‘i M-
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e Pour M spécial et w(\) satisfaisant 1 < w(A) < p — 1, en utilisant les résultats de Chitrao et
Ghate (cf. [4]) on peut déterminer explicitement 'ouvert (X7 ).

e Dans le cas ou w(A) = 1, la convention sera que RZ\S,M = L pour le bloc de la steinberg,
auquel cas 9?4,3 = (j\\/lw, et Rl)’;’,M = 0 sinon.

Le but de cette section est donc de démontrer la proposition dans le cas ou M est spécial,
i.e. M = Sp(|A| —2) (cf. no. Dans ce cas, LL}; = Stl)fﬂg.

Soit (: Q}f — L* un caractére unitaire, que 'on voit comme un caractére de G en
précomposant avec le déterminant, et comme un caractere 4, en précomposant avec mor-
phisme de réciprocité. Alors on définit

° RZS’C I’anneau de pseudo-déformation universel de (trpg,det pp) de déterminant w,

° Zé, le centre de la catégorie abélienne Tors%G.
L’un des outils principaux est le théoreme de type R = T' de Paskunas et Tun (cf. [24]) -

Théoreme 2.3. — Soit (: Q) — OF un caractére lisse. Il existe un unique isomorphisme

¢ . $ M €
Ly Rgs — Zp.

Remarque 2.4. — 1l n’est pas clair comment déduire, dans le cas spécial, la conjecture de
Breuil-Mézard des résultats de cette section, comme dans [10]. L'une des raisons est que la
réduction modulo wj, du réseau que ’on construit au n0 n’est a priori pas semi—simpl
Dans ’énoncé de [10, Proposition 5.9] et sa preuve, il est implicitement utilisé que l'on peut
choisir un réseau dans un K-type cuspidal dont la réduction modulo wy, soit semi-simple, ce
qui permet la décomposition en somme directe.

2.1. La série spéciale p-adique. —

2.1.1. Définition des représentations spéciales. — Soit k € Z un entier, on définit le L-(p, N)-
module spécial Sp; (k) comme le L-espace vectoriel Sp; (k) = Leg @ Le; muni des endomor-

phismes
k—1
pler) =p~ 2 e Nejp = ep
s Neg = 0,

qui est de pente —%. Tout L-(p, N, %@p)—module spécial non exceptionnel est de la forme
(SpL(k) ®q, QpF) @1 x pour x: QF — L* un caractere lisse (cf. la preuve de |25 Proposi-
tion 1.3]).

Soit k € Z un entier, on définit le L-(, N)-module exceptionnel §5 (k) comme le L-espace
vectoriel é\f) (k) = Leg @ Le; muni des endomorphismes

k—1
{cp(el) =p 2z e {Nel =0

p(eg) = p_%eo, Neg =0,

Cest-a-dire que Spy (k) est le ¢-module Sp (k) avec N = 0; sa pente est également —%. Tout
L-(¢, N,%g,)-module exceptionnel est de la forme (Spy. (k) ®q, Q") ®1 x pour un caractere
lisse x: Q, — L*.

Soit A € Py et L € LU{oo}.

(19 Comme on a fait Phypothese p > 3, c’est en fait [22] que I'on utilise. Comme suggéré dans [11], il est possible

que cette hypotheése soit superflue, méme s’il n’est pas tout a fait clair pour nous comment adapter certains
arguments.

D Pour un K-type de la forme 7 ® W avec 7 lisse et W algébrique, sa réduction modulo @y, n'est a priori pas
semi-simple.
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e Si £ € L, on définit D} le L-(p, N)-module filtré dont le L-(¢, N)-module sous-jacent
Spr(|A| = 2) et muni de la filtration

D} sii < —Ao+ 1,
Fil'D} == { L(e; — Leg) si —Ap+2<i< A\ +1,
0 si —)\1+2§i.

e Si £ = o0, on définit D} = D) comme le L-(, N)-module filtré de L-(¢, N)-module sous-
jacent Spy (|A|) et de filtration

D} sii < =X+ 1,
Fil'D} = { L(eg —eq) si —Aa+2<i< =M +1,
0 si— A +2<i.

On pose Vc)\ = Vg (Dé[l]) (cf. ), qui est une L-représentation spéciale de 9, et Hz =
II(V2) qui est une L-représentation spéciale de G. Puisque w()\) > 1, ces représentations sont
absolument irréductibles ; Hﬁ est de caractere centra Gy = w1 et VL/\ est de déterminant
Gw = whl.

—

2.1.2. Complété unitaire universel de Stlflg. — Soit € = Stlflg le complété unitaire universel

de Stlflg. On connait cet espace explicitement, en termes de fonctions de classe €™, ol 'on
définit u(A) = %

En effet, on définit ¥ comme le quotient > = €/ W5 ou ¢ C €°(Qp, L) est le sous-
espace des fonctions f: Q, — L de classe €™ (cf. [5 1.5] pour la définition) et la fonction
x> z*N71f(1/2) s'étend en une fonction de classe V) sur Q, et W3 C %™ est le sous-espace
des fonctions polynomiales de degré au plus w(A) — 1. L’action de G sur % est définie par

|A| -1

2 b
9= <Ccl 2) €G, (g f)lx)=|det(g)| 2 (czx+ d)w()\)—lf <Zji—d>

Pour £ € P(L), a € Q, et n > 1 un entier, on définit la fonction f7, € €°(Q,, L) par

T fga(x) = (x —a)"log,(x —a)
ou si £ = oo on pose log,, = vp.
De plus, pour £ € PY(L) = LU {oco}, on définit M} C €°(Q,, L) le sous-espace engendré par
les fonctions h: Q, — L de la forme
h=2 AifLa

el
ou I est un ensemble fini, et pour tout ¢ € I, n; > 1 est un entier, \; € L et a; € Q,, tels que
e pour tout ¢ € I, u(A) < n; < w(A),
o deg (3;c; iz — a;)™) < u(N).
En d’autres termes, M 2‘ C %O(QP,L) est 'espace des fonctions qui sont des combinaisons

linéaires de fonctions de la forme f7 , avec u(A) <n < w(A) et qui ont un pole d’ordre < u(A)
en oo (cf. [6, V.1., 3]).

Lemme 2.5. — On a Mé C (g)\ On note MZ‘ ltmage de Mé\ dans € et ]\/4\2‘ ladhérence de
M[):‘ dans €. On a une suite exacte de L-représentations de Banach unitaires de G

0— M)} — € -1} — 0.

Démonstration. — Ces résultats sont dus a Breuil, ¢f. [3, Lemme 3.3.2] pour le fait que MZ\ C 6
et [3, Corollaire 3.3.4] pour la suite exacte. O

12 Pour M = Sp, (|]A| = 2) (ou M = éBL(|/\| —2)), ¢ = ¢y défini dans lintroduction.
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On finit ce numéro par trois énoncés pratiques sur €. On note 2> le dual (stéréotypique)
de 7. La preuve du lemme suivant est exactement celle de [IT, Lemme 5.3 b)] :

Lemme 2.6. — Les vecteurs G-bornés de (Stl/\alg)’ et de (St§") sont isomorphes ¢ 2.

On calcule les vecteurs localement algébriques de € :

Proposition 2.7. — Endyg (€N =L

Démonstration. — Soit 7 = Stlflg, alors 7 est dense dans 7 et comme Endpg(7) = L par
le lemme de Schur classique, il suffit de prouver que 728 = 7 pour conclure. Mais puisque
T =2 €, et les vecteurs localement algébriques de €M (PY(Q,), L) sont ¢'*8(P1(Q,),L) =

€= (P1(Q,), L) ® W5, donc on a (¢*)%le =~ Stlflg. O

On caractérise les quotients de €* de longueur finie comme complétés de €* de longueurs
finis.

Proposition 2.8. — Soit II une L-représentation unitaire de G de longueur finie. Alors I est
un quotient de € si et seulement si on a un morphisme Sti\alg — II d’image dense.

Démonstration. — Si II est un quotient de €*, puisque par la propriété universelle on a
Homg (4, IT) 22 Homg (St,%, IT)

alors on a une application Stl)‘fllg — II nécessairement injective puisque Stlx\alg est irréductible et
d’image dense par définition du complété unitaire universel.

Réciproquement, on obtient une application €* — II dont on doit montrer la surjecti-
vité. Comme pour la preuve de [10, Proposition 3.2], c’est une conséquence du fait que II
est résiduellement de longueur finie (cf. [12]). O

2.1.3. Réseau de €

Dans ce numéro, on construit un réseau de Stl/\alg dont le complété p-adique est un réseau
dans €. Posons K = GL2(Zy) € G, I C K le sous-groupe d’lwahori (i.e. le sous-groupe
des matrices triangulaires supérieures modulo p) et Z C G le centre de G. De plus, on note
N = N¢g(IZ) le normalisateur de IZ et KN sont produit avec K. On a

wy = <(1) g), N=IZUw,IZ, KN=KZUw,KZ

Pour A € P, on a une Op-représentation localement algébrique de GG de dimension finie
_ [A=1
Wi = Symg(;) ' ®0, detM @0, |det| 7 .

C’est un Op-réseau de Wy stable par K'N. Posons

Ty = adf Wi I = inaGw
ou les induites sont compactes. Alors ff " est un Op-réseau G-stable de Z7 et Ié " est un
Op-réseau G-stable de Z3. L’action de w, € G définit une involution II: I{\’H—) — I{\’H) par
II(f) = f o wp. Ainsi, on définit If"(ﬂ = (I{\’H))H:*id, de sorte que 'on a

i'f\v('i‘) _ Il)\’(+) ® (i-f\,(-i-))H:id.

) Il)\a("r)

La projection f{\’(Jr — est donnée par I1_ = id — II.

Proposition 2.9. — On a une surjection G-équivariante 1'1)‘ —» Stlflg telle que si l'on note IM

limage de I{\’Jr par cette surjection, qui définit un réseau de Stlflg, alors le complété p-adique
de INT définit un réseau de €*, i.e.

¢ = (lim IV /p") @0, L.
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Remarque 2.10. — Notons que la surjection If —» S‘cl/\alg est exactement celle obtenue par

Chitrao et Ghate [4], §4]. Notre preuve est légérement différente et repose (de maniére caché a
travers [1]) sur isomorphisme Hjp (Hg,) = (St7°)" alors que le calcul de Chitrao et Ghate est
explicite.

Commengons par expliciter le réseau IMT. Soit stal) = % (PY(F,),0r)/0r la Of-
représentation de Steinberg finie, que l'on considere comme une Op-représentation de KZ
par inflation. Pour A\ € P, posons

+ ot *,+
sty = St(O,l) ®o, Wy

Comme KZ/1Z = P!(F,), on obtient in(flf(ZZT/V;f’Jr =~ ¢(P(F,), W;Jr) et donc en appliquant le
foncteur exact ind% , & la suite exacte
0 — Wy 5 G (P (Fy), Wy") = stf =0,
on obtient une suite exacte
. dG —
0— Tyt 2580 TM 5 ind G st — 0,
et 'on obtient un diagramme commutatif définissant I+ :

ind% . ~ A
0 —— Ig"+ —r% Il)"Jr —_— 1nd%zst; — 0

o

+
0 — ;" Lt — s 0.

~ ind%,0 ~ -
Plus exactement on définit 7 comme la composée I(’)\’+ — IS"JF i TN I1>\,+ — I{\’Jr et IVt =
I /ot (Z)F). On définit finalement 0 = 8+ ®o, L: I) — I7. Notons que (Z;"(7)l1=id =

ind%T/V;L ™ et donc

(2.2) ind% 4st = ind§ W, @ 1M

en particulier, on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 2.11. — Le ki [G]-module lisse IMT /wy, est de type fini.

On peut expliciter 9T (resp. 9) en interprétant les éléments des induites comme des fonctions.
Notons s: G/1Z — G /K Z la projection canonique et t =sow,: G/IZ — G/KZ. L’application
ind% vt est explicitement donnée sur f € Ig‘ " vu comme fonction sur G/KZ, pour a € G/I1Z
par

(ind%7)(f)(a) = f(3(a)).
Ainsi, pour a € G/IZ,
(2.3) O™ (f)(a) = f(5(a)) — f(¥(a)).

La preuve de la proposition se fait par dualité. On note Ind I'induite sans condition sur
le support. On commence par le lemme classique suivant, dont on esquisse une démonstration
pour le confort du lecteur.

Lemme 2.12. — Soit H C G un sous-groupe ouvert et compact modulo le centre et soit
o une Op-représentation localement algébrique de H, libre et de rang finie sur Op. Notons
o=0"®o, L, alors

1. (Ind%o) est naturellement un espace de Fréchet et (IndGo) = ind% o™,

2. (Ind%ot) = ind%o*+, o le complété a droite est p-adique,
3. (Ind%o)¢~" = nd%ot @0, L.



12 ARNAUD VANHAECKE

Démonstration. — Posons V = (IndGo) et W = ind%o*. Comme G/H est dénombrable, V =
LN, Pensemble des suites & valeurs dans L, qui est un espace de Fréchet et W = LM I’ensemble
des suites a valeurs dans L & support compact, qui est un espace de type LB (limite inductive
d’espaces de Banach). Comme LM est le L-dual stéréotypique de LY on obtient sans peine que
VI2WwW.

Pour le second point posons V* = IndGot et W+ = indGo*t. Alors Vi @ L ¢ V = LN
s’identife aux suites bornées a valeur dans L qui est un espace de Smith (dual stéréotypique
d’un banach). Ainsi, son dual s’identifie au L-banach

(@NOL> ®o, L = @NL’

ol le complété est pour la norme p-adique, des suites de limite nulle. On en déduit que (V™ ®o,
L) = W+ ®o . L et comme cet isomorphisme identifie les boules unités on a V1 = wt.
Pour le dernier point, il suffit de remarquer que comme 'action de G sur G/H est transitive,
f €V, identifié & une fonction sur G/H, est G-bornée si et seulement si I'ensemble {f(s)}seq/m
est borné, c’est-a-dire si et seulement s’il existe n > 0 tel que p"f € VT, i.e. f € VT @0, L.
Ceci démontre le dernier point.
O

Posons

T = mag,wP G = mafw ),

ot les induites sont les induites classiques (sans condition sur le support). Comme précédemment,
on définit II: jf"(ﬂ — j{wﬂ la, précomposition par w, et on pose jl/\’(+) = (jl’\’(+))nz_id de
sorte que
A, A, A, =i
jl (+) — jl (+) D (\71 (+))H 1d.
On commence par réinterpréter ces espaces en termes de fonctions sur I'arbre de Bruhat-Tits.

Soit T, I'arbre de Bruhat-Tits, le graphe défini par 7o = G/KZ et T = G/N et muni des deux
fleches s,t : 71 — To source et but que 'on va expliciter. La décomposition de Bruhat donne

G=P'KZUw,P'KZ, P":= (ZP \0{0} Zf”) .

Ainsi, comme l'application G/IZ — G/N est d’ordre 2, tout élément a € G/N a pour
antécédents {a, w,a} C G/IZ choisis tels que @ € PTKZ. On pose alors

s(a) :=3(3), t(a) ==t(3) = 3(wpa).

L’idée étant que I'on peut considérer G/IZ comme l'ensemble des arétes dédoublées et st
définissant une structure de graphe non orientd!3)| sur Parbre de Bruhat-Tits. De plus, on
obtient

T = (T, W),

ou pour 7 = 1 cet isomorphisme identifie les fonctions impaires sur les arétes non orientées
G/IZ (au sens ou changer le sens de 'aréte change le signe de la fonction sur cette aréte) aux
fonctions sur les arétes orientées. Le laplacien A: J{* — J3 est défini sur f € € (71, W) pour
s € To par
(Af)s) =D fla)= > fla).
a€Ty acTh
s(a)=s t(a)=s

On note A™T: .71’\’+ — \70’\’+ sa restriction a jl’\’+. Le lemme suivant découle immédiatement du

lemme et de l'expression ([2.3) de 9 :

(13)Rappelons que si s,t: G — Go est un graphe (orienté) alors on lui associe un graphe non orienté en posant
Gy =G1UG, ou G} =G, et§,¥:G1—>Gosontdéﬁnispargyc :s,EG,:t,¥G :t,¥G,:s
1 1 1 1



FACTORISATION DE LA COHOMOLOGIE DE SYSTEMES LOCAUX p-ADIQUES 13

Lemme 2.13. — Pour ¢ = 0,1, on a des isomorphismes L-linéaires topologiques G-
équivariants

(7)) =1
De plus, sous ces isomorphismes, A = 0.

Proposition 2.14. — Le laplacien

A, gh) A )

est un morphisme strict surjectif, et de plus :
e ker A = (Stlflg)',
o (ker AT)®0, L = 27, i.e. ker AT définit un réseau de 9.

Démonstration. — Pour la premiere partie de la proposition, on peut supposer A = (0, 1), quitte
a utiliser une base de W) et raisonner suivant les coordonnées.

On commence par montrer que A est strict pour la topologie faible et donc strict pour la
topologie de Fréchet. Soit s € Ty et ps la semi-norme associée, pour a € 71, on note de méme
Dq la semi-norme associée. Alors

ps(AN) < Y @] = X [F(@) <2(p+ 1) suppa(f)

a€Ty a€Ti s€a
t(a)=s s(a)=s

ol le sup se prend sur I’ensemble fini des arétes voisines de s. Ainsi A est strict et en particulier
d’image fermée (de méme pour A™).

Comme A’ = 9 par le lemme la surjectivité de A est une conséquence du lemme
et de l'injectivité de 0. On donne une preuve différente, en particulier pour avoir la surjectivité
de A*. Comme on vient de montrer que I'image est fermée il suffit de montrer que son image
contient une partie dense. Soit s € 7o, on choisit une suite d’arétes {an(s)}neny C 71 telles que
s(ap) = s, et pour tout n > 0, t(an) = s(ant1) (i.e. les a,, forment une chaine partant de s).

Posons alors
fs = Z da, -

n=0
ou pour une aréte a € 71 (resp. un sommet s € Tp), on note d, le dirac en a (J5 le dirac en s).
On a alors Afs = §,. Par linéarité, les sommes finies de diracs sont dans 'image et comme ce
sous-espace est dense, on a montré que A est surjectif (de mém pour A™).
Montrons que ker A = (Stlflg)’ ce qu’il suffit de faire pour A = (0, 1) quitte & tensoriser par
W). C’est alors un résultat classique sur les cochaines harmoniques pour lequel on renvoie a [1],
Theorem 1.1] (cf. aussi [26] Lemme 12.4]).

Comme on sait que 2> s’identifie aux vecteurs G-bornés de (Sti\alg)’ (cf. lemme , le dernier
point est une conséquence du point 3 du lemme [2.12

d

On termine maintenant la preuve de la proposition [2.9

. . Ie] . N
Démonstration. — On commence par montrer que le conoyau de Ig‘ = Zf‘ est isomorphe a
Stl/\‘rﬂg. D’apres la proposition on a une suite exacte

0 — (Sty8) — g 7 =0
a laquelle on applique le L-dual stéréotypique pour obtenir par le lemme
0— 1) §>I{\ — St 5 0.
De méme, on considere

02 2" = TN @0, L2 TN ®0, L — 0,

(14)Remarqu0ns que I'image de AT est fermée parce que c’est 'image d’un compact par une application continue.
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dont le dual par le lemme [2.12) donne
0—=1Z)" @0, L gff* ®o, L — €* — 0.

Ainsi IMT := Coker 9t définit un Op-réseau stable par G de Stl)\alg dont le complété p-adique
est un Op-réseau G-stable de €. O

2.2. Déformations infinitésimales de V2. — Soit A € P tel que w(\) > 1, on pose D =
Sp(JA| = 2); et, pour n > 0, L, == L[T]/T"*"!. Soit £ € P*(L) = L U {cc}.

2.2.1. L # co. — Le cas L # oo est tres similaire au cas cuspidal (¢f. [10]). On pose
DdR = (@p ®Qp M)ng = L61 ® Le[).

Soit n = 0 un entier, Dé’n désigne le L,-(¢, N,%q,)-module filtré défini par Df‘;n = L, ®p
Sp(JA| — 2) en tant que Ly-(p, N, %, )-module et tel que (Q, ®q, Dé’n)g@p = L, @1, Dgr est
muni de la filtration Filg ,, définie par

Ly, ®1 Dar sii<—A2+1
FﬂZL’n =< L, ®p (61 — (ﬁ—l—T)e(]) si —Xd+2<i< -\ +1
0 Si’i}*)\1+2

Remarquons que pour k € N un entier tel que 0 < k < n, TkDén est isomorphe a Dé ek
comme L-(p, N)-module filtré.

Lemme 2.15. — Soit n > 0.
1. Le L,-(¢, N)-module filtré Dé’n est faiblement admissible.

2. Les seuls sous L-(yp, N)-modules filtrés faiblement admissibles de Dé , Sont les TkDévn pour
0<k<n.

Démonstration. — La preuve est tres similaire a celle de [10, Lemme 4.3] avec une petite
différence puisque D} n’est pas irréductible comme L-(, N)-module. Posons w = w(\). Soit
S C Dén un sous-L-(¢, N)-module. Alors S est de la forme S = Agey ® Ajer out Ay et Ag
sont des 7L—s0us—espaces vectoriels de L, tels que A1 C Ag, puisque S est stable par N. Notons
d; = dimy A; pour ¢ = 0,1, on a donc di < dg. Comme la filtration n’a que deux crans, en
simplifiant I'inégalité des pentes, le premier point revient & montrer

w—1 w+1

wdimp, (S NFil) < do 5t

et le second point & montrer que, si I'inégalité est une égalité, alors A; = Ay = T*L,, pour
k> 0.0r, SN FilZ)T‘L1 est constitué d’éléments de la forme Pey + (£ + T)Pey ou P € A; et
(L+T)P € Ag. En particulier :

wdimL(SﬂFﬂZ)\l) <dyw = dlw —1 +d1w+ 1 < dow — 1 +d1w+ 1.
2 2 2 2
Ceci finit de prouver le premier point. Pour le second point, il est clair que si 'on a égalité,
alors d; = dp, c’est-a~dire que A := Ag = Ay et donc S = A ®, Sp(J]A| — 2). Dans ce cas, pour
un élément Pej + (L + T)Pey € SN Filz)‘1 ona (L+T)P e A, donc TP € A, c’est-a-dire que
A C L, est un idéal car il est stable par T, i.e. il existe k > 0 tel que A = T*L,,. O
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2.2.2. L =o00. — Lecas L = oo est différent du précédent : plutot que de déformer la filtration,
on déforme 'opérateur de monodromie et le frobenius. Posons

Leo = L[T1, T2] /(11 T2),
Ly = LT 102 0= (ny,ng) € N?
On pose comme précédemment

Dgr = (@p ®qQ, M)%QP = Le; ® Ley.

Soit n = (n1,n2) € N? une paire d’entiers positifs et k € Z, on définit §f)n(k) = Lneo @ Lyper le
Ln-(¢, N)-module par les formules

k—1
‘10(61) = p_?(l - Tl)el Nep = Theg
p(eo) = Pf%(l —T1) e, Neog = 0.

On doit vérifier la relation pp N = N¢ qui, appliquée a eg, est évidente ; appliquée a e1, donne
_k+1 -1 _Ekt1
(peN — Ny)egy=p 2 To[(Th+1) —(1+Ty)]e1 =p 2 ulrTie; =0,

ottu=2+ Y"1 T e L. Ceci justifie la relation 71T = 0 dans L.

Pour A € P, on définit le Ly-(¢, N)-module filtré ]D)())‘o,n de Ly-(¢, N)-module sous-jacent
Spa(|A] — 2) et dont la filtration est définie par Fil%, ,, = Ly ® Fil3, sur (Q, ®q, Dg’n)ngp =
Ln ®1, Dar

Comme précédemment, pour k; € N un entier tel que 0 < k; < n; pour i = 1,2,
lel 2’”D>‘ est isomorphe & D2 ) comme L-(p, N)-module filtré et on a le

00,(n1,n2) 00,(n1—k1,n2—k2
lemme suivant :

Lemme 2.16. — Soit n = (ny,ny) € N2
1. Le Ly-(¢, N)-module filtré DY, . est faiblement admissible.

oo,n

2. Les seuls sous L-(ip, N)-modules filtrés faiblement admissibles de ]D)é‘qn sont les lelezDg‘o,n
pour 0 < k1 <nq, 0< ky < no.

Démonstration. — La preuve est tres proche de celle du lemme Soit S C D/O\O’n un sous-
L-(p, N)-module. Alors S = Ageg @ Aje; avec Ag, A1 des L-sous-espaces vectoriels de L.
Comme S est stable par N, ThbA; C Ay et comme S est stable par ¢, (1 — T1)A1 C A; et
(1 —T1)"'Ag C Ag ce qui implique que Ag et A; sont stables par 7. Soit d; = dimy, A; pour
i=0,1et d:=dimz(AgN A1), notons que d < dy, d;.

Comme la filtration n’a que deux crans, on peut simplifier I'inégalité des pentes comme dans
la preuve du lemme [2.15]; le premier point revient donc & montrer

w—1 w41

wdimz (S NFilY) < do o tdi——,

et le second point a montrer qu’en cas d’égalité, Ag = A; = lelTQkQ]Ln. Or, SN Fil;{}1 est
constitué d’éléments de la forme Pe; + Peg ou P € A; N Ay et donce

w—1 w+1 w—1 w+1
(2.4) wdimg (S NFiY) = wd = d S +d ; Sdo—— +d ; .
Ceci fini de prouver le premier point. Pour le second point, il est clair que si 'on a égalité dans
(2.4), alors d = dy = dy et donc A := Ag = A;. Dans ce cas, comme ThoA C A, A est stable par
T5 et on a déja montré que A est stable par 77 donc c’est un idéal de Ly, i.e. il existe k1, ks > 0
tels que A = T{“TQ’@LH. O

Pour n > 0 un entier, on définit Déo’n = Dé‘om/TlDéo’n comme Ly-(¢, N,%g, )-module filtré

par Iisomorphisme Ly, = L[T3] = Loo/T} ; on définit de méme DA, = D2, ./ ToD, ,, comme
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Ly-(¢, N, %g, )-module filtré par I'isomorphisme L, = L[T1] = Lo /T2. Pour n = (n1,n2) € N,
on a un diagramme cartésien de Ly-(¢, N, %g, )-modules filtrés

mod Ta ~\,cr
D — Dny

(2.5) mod Tll l

A A
Doo,nQ Doo

2.2.3. Déformations. — On rappelle le lemme suivant (cf. [15, Proposition 7.17]) :

Lemme 2.17. — Soit \€ P et L € P1(L) = L U {o0}.

1. Pour L # oo, le sous-L-espace vectoriel de ExtlL[ng}(Vg‘,Vz‘) des extensions de Rham de
déterminant (\w est de dimension 1.

2. Le sous-L-espace vectoriel ExtlL[ng}(VO)(‘),VOé) des extensions de Rham de déterminant (w
est de dimension 2.

Remarque 2.18. — Dans la preuve de la proposition [I5], Proposition 7.17] il apparait en
outre que, dans le cas exceptionnel, le sous-espace des extensions cristallines de déterminant
(\w, est de dimension 1 (ou de maniére équivalente, le sous-espace des extensions semi-stables
de déterminant (yw des extensions W telles que N # 0 sur Dy (W), est de dimension 1). On

le déduit aussi de 'existence de la déformation Vi\o (1,1)"

Pour n > 0 et n = (n1,n2) € N2, on pose pour £ € L U {cc}
A A A . A Acr . A,
Vﬁ,n = VSt(DC,n[l])7 Voo,n = VSt(DE,n[l])v Voo,crf = VSt(Doo?L[l])
Comme le foncteur Vg est exact, il préserve les limites finies et le diagramme cartésien [2.5

donne un diagramme cartésien de LLy-représentations de 9, :

mod Tay >\ cr
Véo,n Voo,n1

(2.6) mod Tll l

A A
Voo,n2 Voo

Soit B le bloc correspondant & la réduction(!”)| de V' = V2 et posons R = R‘és’g*[l /p]. Alors V
définit un idéal maximal mi‘: C R. Soit ﬁg le complété mé—adique de R. Cet anneau est muni
d’une représentation universelle p.: %p, — GLQ(ﬁg).

Soit maintenant E[/VdR le quotient de ﬁ,; classifiant les représentations de Rham, i.e. ﬁﬁ,dR =

ﬁg /I ou I =Na et a parcourt les idéaux de ﬁg tels que EL /a soit de dimension finie sur L et
(Rz/a) ® pr soit de Rham.
Proposition 2.19. — Pour L # oo, on a }T’Lg’dR = Lo et ﬁoo,dR/Tg = ﬁoo,dR/T1 >~ Lo
Démonstration. — Supposons d’abord que £ # oo, la preuve est alors la méme que celle de [10],
Proposition 4.5]. En effet, d’apres le premier point du lemme Vﬁ)" ; est I'unique extension
non triviale de VLA par VE)‘ qui est de déterminant (\w et qui soit de de Rham. On en déduit
que ég’dR est un anneau local régulier de dimension 1.

Si L = oo, le second point du lemme donne que §m7dR est un quotient de L[T7,T»].
Alors R v.ar/T1 est un quotient de L, et I'existence de Voéyn pour tout n > 0 fournit une suite
compatible de morphismes ﬁoo,dR/ Ty — L, ; ils sont surjectifs puisque Vo><\3,1 n’est pas scindé.

Le méme raisonnement pour Ry qr/7> donne le résultat. ]

(15 Rappelons que la réduction d’une L-représentation V de %o, est la semi-simplification de Vt/wponVt cVv
est un Or-réseau stable par ¢, . Cette définition est indépendante du réseau V', grace a la semi-simplification.
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Proposition 2.20. — On a ]%oo,dR =Ly = L[T1,T5] /{(ThT3).

Démonstration. — On note R = ﬁoqdR, D = Dg(poc,ar) le R-(p, N)-module filtré de la
déformation infinitésimale universelle poo ar: %o, — GL2(R) et wp le frobenius sur D. Notons
que D est un R-module libre de rang 2. On veut montrer qu’il existe un morphisme Lo, — R
tel que DA, ®1.. R = D. Rappelons que R est un quotient de L[T7, 73] et notons

Dy = 1LmD) /Ts, Do :=1limD)  /Ti;
% o, % o,n

ils définissent des Loo-(¢, N)-modules. D’apres la proposition on a des diagrammes com-
mutatifs

mod To mod T5

R Rl = L[[Tﬂ] D— D1 = ]D)l
mod Tll l mod Tll l
Ro2 L[] ———— L Dy =Dy —— D)

Soient €y, €1 des relevements de ey, e; € Dy ; d’apres le lemme de Nakayama
D = Réy @ Re;.

Comme D est de rang 2 sur R et que N # 0 sur son quotient Dy, on sait que N # 0 et
N? =0 sur D, donc, d’apres le lemme de Nakayama, ker N = Réj. Comme ker N est stable par
©p, on obtient w € L[T1,T>]* tel que ¢p(éy) = uéy. De plus, il existe P € L[T1,Tz] tel que
Né;, =Ty Péy puisque N =0 mod Ty. Alors, op(€1) = Sé1+7€p et quitte a faire le changement
de base & « é; — yu '€y, on peut supposer que v =0 et 5 = pu~".

Pour résumer, on a justifié que D = Réy @ Réy, u € L[T1,T2]* et P € L[T1, T3] tels que

(pD(él) = pu‘lél Nél = PTQéO
¢p(€o) = uég Néy=0
Montrons que v = (u — u~') € Ti1RX. Pour ce faire, il suffit de montrer que v = 2T}
mod (T2, Ty); or,onav = (1—-Ty) — (1 —T1)~' =271 mod (T?,T3). Ainsi, on obtient
(ngDN — N(pD)él c TlTQPRX,

et donc R est un quotient de R’ := L[T1,T5]/(T1T>P). Enfin, le morphisme L., — R’ défini par
Ty — Ty et Ty — PTy esttelque]D)g‘o(@LwR%D. O

2.3. Déformations infinitésimales de Hé. — Pour n > 0 et n = (ny,n2) € N2, on pose
pour £ € LU {oo}

A A A A Aer . A,
Hﬁ,n = H(Vﬁ,n)7 Hoo,n = H(Voo,n)7 Hoofz ‘_ H(Voo,lg)
A partir du diagramme cartésien 1’ un diagramme de LL,-représentations de G

mod T A,cr
1_Iéo,n HOO,?’Ll

(2.7) mod Tll l

A A
Hoo,nz Hoo

Remarque 2.21. — Il n’est pas immédiat que ce diagramme est cartésien puisque II n’est
pas exact au sens strict du terme. Il est strement possible de montrer qu’il 'est a partir de
[2.6] en appliquant V au diagramme et en se ramenant & des représentations II qui satisfont
IToV(II) =1I.
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2.3.1. Vecteurs localement algébriques. — Dans ce numéro on calcule les vecteurs localement
algébriques de Hz’n et Héo’n. On commence par rappeler la proposition suivante (cf. [10)
Théoréme 4.1)) :

Proposition 2.22. — Soit & une algébre locale de corps résiduel L et V une E-représentation
de %y, de rang 2 sur E qui est absolument irréductible. Alors TL(V)'!8 est dense dans II(V') si
et seulement si V' est de Rham a poids de Hodge-Tate distincts.

Rappelons qu

~lal
ou St /\a % est I'unique extension de Wy par Stl/\alg. Notons que Stl/\alg est dense dans lalgHé‘o puisque
cette représentation est un quotient de € d’apres la proposition

Lemme 2.23. — 1. Sin > 0 est un entier et L # oo alors
llgrr) 2 St @ Ly,
2. Sin = (ny,n2) € N? alors on a un diagramme commutatif de Ly -représentations de G

lalgH)\ mod T2lalgH>\7CF
oo,n

00,n1
(28) mod T{L i
“eTIY,,,, — Sty

~ lal
s lalgTTA ~ g
ot IS, ,, =Sty @ L.

Démonstration. — Pour le premier point, la preuve se fait comme [10, Remarque 4.7 (i)] que
l’on rappelle brievement. D’apres [10, Remarque 4.2 (ii)], si IT est une L-représentation unitaire
de G dont toutes les composantes de Jordan-Hé6lder sont isomorphes a Il et Hgﬂg est irréductible
et dense dans ITj alors T1'*!8 est dense dans II si et seulement si lg(IT) = 1g(IT**!8), ce qui permet
d’obtenir le résultat grace a

Pour le second point, on commence par calculer 1algHé‘o7n2, ce qui se fait comme précédemment
en adaptant [10, Remarque 4.2 (ii)] de la fagon suivante : si IT est une L-représentation unitaire

de G dont toutes les composantes de Jordan-Hdolder sont isomorphes a Il et H%)alg est de longueur

2 et dense dans IIy alors 1'% est dense dans IT si et seulement si 21g(IT) = Ig(I1'!8). On adapte
alors la fin de argument de [10, Remarque 4.7 (i)] pour conclure la preuve.
U

Remarque 2.24. —

e Notons que le diagramme (2.8]) est cartésien si (2.7)) est cartésien puisque prendre les vecteurs
localement algébriques (et les vecteurs localement analytiques) est un foncteur exact a gauche
donc commute aux limites finies.

e Si l'on disposait de théoremes précis pour la correspondance de Langlands p-adique en famille
(ce qui ne saurait tarder, c¢f. Colmez-Rodrigues, Dotto-Emerton-Gee), on pourrait décrire
explicitement lalgﬂé‘gffu comme une induite localement algébrique explicite, puisque c’est une
représentation ordinaire. Plus précisément, on aurait

RIEINT, & IndG (2™ (1 = 1)~ @ 22271 (1 = 1) @)RlE g det| T
La démonstration du lemme suivant serait alors plus immédiate.

Lemme 2.25. — Soit n € N, tout morphisme Stlf1g — Héocz se factorise par

lalg nyTA,Ccr A,cr
Sty ° — Ty, — 5.

(6 En raison des nombreuses décorations autour de II, on s’autorise a placer I’exposant « lalg >en pré-exposant.



FACTORISATION DE LA COHOMOLOGIE DE SYSTEMES LOCAUX p-ADIQUES 19

Démonstration. — Rappelons que Stlalg est un quotient de
\,\|71
Bi\alg IndG( A1 ® x}\z l)lalg QL ]det\
|>\|*1
Notons ¢ le caractere de T' défini par §(diag(z1, z2)) = x{‘lq:g‘Q 1]x1332| . Par la réciprocité de

A,cr

Frobenius, on se ramene & montrer que toute application § — 115, B-équivariante se factorise

par Tlnﬂoo,n. Pour cela, il suffit de démontrer que
(2.9) 9p = (g (1)> , VE lalgﬂé‘ocz, alors g, -v € (1 —T1)* Lo

En effet si c’est le cas, 'image de § — lalgﬂoo n est un élément v € HQOCZ tel que g, - v € Lwv, ce
qui donnerait Lv = (1 — Ty)*'Lv et donc v € TPIIXS,

Pour démontrer on utilise le fait que lalgﬂéofz >~ (Ag)?@-fnie on tant que L,-

représentation de B comme dans la preuve de [10, Théoreme 4.2]. L’action de g, est alors

donnée par ¢, d’apres [7, Proposition 1.3.6]. On en déduit que si v € 1algl'[é‘ocfl, alors g, - v €

(1—1)* Lo. O

Corollaire 2.26. — 1. Pour n > 0 un entier, la représentation Hzn est un quotient de €.

2. Pour n = (n1,ng) € N2, si Stlalg — I

Son €St un morphisme d’image dense, alors n1 = 0.
Demonstmtwn — Pour le premier point, par la proposition [2.8] il suffit de construire une

inclusion St''8 — H , d'image dense. Comme V2 est de Rham d’apres la proposition |2.22
A Ln
1algl‘[zn — H . est d image dense. Par le lemme et I'irréductibilité de St lalg , on obtient

Hom (Stla‘g,lalgm )= Ly,

On choisit f: Stl/\alg — H%,n correspondant a A € L dont la projection sur (Hén /T)'8 est non
nulle ; elle est donc injective et dense dans Hé /- On en déduit que I'image de f est dense dans
Hz ,, car ses seules sous-L-représentations (topologiques) de G sont les T’ kH)‘ , bour 0 <k < n.

Pour le second point, supposons que 'on ait un morphisme St Alg — II) , d’image dense et
montrons que nq = 0. D’apres la proposition on a une suite de surJectlons ¢ — Hg‘ovn —»

Héocf“ Alors, d’apres la proposition on a un morphisme injectif Stlang Hééff“ d’image

dense. Ainsi, d’apres le lemme [2.25} ny = 0. ]

2.3.2. Complétés de longueur finie de Stlalg

Proposition 2.27. — Soit A € P tel que w(\) > 1. Soit Il une L-représentation unitaire
de G de caractére central ¢, muni d’un morphisme Stlalg — I d’image dense telle que les

composantes de Jordan-Hoélde ” de 11 soient tous H avec multiplicité n, pour L € L U {oco}.
Alors I1 = H%,n

Démonstration. — La preuve est tres similaire & [10, Proposition 4.8]. On rappelle brievement
I’argument.
Soit J, l’enveloppe injective de Hé dans la catégorie des limites inductives des L-

représentations unitaires de G. Alors EndJ, = ﬁg d’apres [24, Corollary 6.26] et comme
le bloc de Hz dans la catégorie des représentations unitaires de G n’a qu’un objet (puisque VE)‘
est absolument irréductible, cf. [24, Corollary 6.11]) on a

I = (Homg(Jz, IT') @5, Jz)'.

Comme Stl/\alg est dense dans II, IT'%8 est dense dans II et donc Homeg(J},I') est en fait un

R/ qr-module.

(M En fait, il suffit de supposer qu’une seule des composantes de Jordan-Hélder soit TT}.



20 ARNAUD VANHAECKE

e Si L # oo la proposition implique que
Home(J7, 1) = €P Loo/T™, T =Ny,
icl icl
ou [ est un ensemble fini et n; € N pour tout 7 € I. Comme dans la preuve de [10, Proposition
4.8], en utilisant la densité de Stl)illg , on conclut que |I| = 1.
e Si L = o la proposition implique que
Homg ( JE,H’ P Loo/(Ty, 137, =@M . s
icl icl
ott I est un ensemble fini et (n;, m;) € N? pour tout i € I. Comme précédemment on conclut

que |I| =1 ce qui donne que Stl)fleg est dense dans IT = TT avec (n,m) € N? et donc

00,(n,m)

n = 0 d’apres le point 2 du corollaire Donc II = Hé‘oym
O

2.4. Complétion B-adique et anneaux de Kisin. —

2.4.1. Définitions. — Rappelons que (cf. [10] §2.1]) si X est un Oy [G]-module topologique, on
définit Xp, le complété B-adique de X, comme la limite inverse des quotients de X appartenant
a TorsgG. Le complété profini X de X admet une décomposition

X =][xs
B

ou B décrit 'ensemble des blocs des kp-représentations de G. On appelle dans ce cas Xp le
complété B-adique de X . En particulier, on note I é\’+ le complété B-adique de IM* ¢f. proposition

2.9). On a
I/\+ HI)\+

et on pose €3 = 2’+ ®o, L.
On écrit Ig’Jr = @2 H;r ou les H;-" € Tors%*G et on pose

= (I V(IT})) @0, L.

Par l'isomorphisme du théoreme Rg”L agit sur [ 2’+, on note Rg’Jr le quotient a travers

lequel R%S’Q agit sur I 2’+ et on pose R = Rg”L[l /p] (ce sont les anneaux de Kisin définis dans
Pintroduction). Ainsi ‘Ké\ est un Rg—module et par la fonctorialité de V, on obtient une action
de Rg sur ag. Le but de cette sous-section est de montrer que Rg’ M= Jf\/I,B‘

2.4.2. Propriétés de finitude. —

Lemme 2.28. — Le Rz\g—module pg est de type fini.

Démonstration. — On suit la preuve de [10, Lemme 5.2]. Il suffit de prouver que V(I g’+) est un
Rt = R%S’Ck—module de type fini. Par le lemme de Nakayama (topologique), il suffit de montrer
que V([2,+) ®o, kr, est de type fini. Or,

V(") @0, k= VIy T ©0, k1) = V(UM @0, kL)s).

En effet, pour la premiere égalité, 1 g’Jr = @Z H;r ol les morphismes de transition sont surjectifs,
alors, en considérant la suite exacte

0—TIF Z5 100 — I0F ®o, kr — 0,
a laquelle on applique le foncteur exact V (c¢f. [T, Théoréme IV. 2.24]), puis on passe a la limite
projective ce qui donne encore une suite exacte puisque R!lim V(H+) =0 (1'[Z s Hf étant

surjectif et V exacte, V(H;:_l) — V(II;") est surjectif). L’égalité IB ®o, k = (IM ®o, k)5
découle de l'exactitude de la B-complétion (cf. [10, Corollaire 2.3]).
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On conclut alors la preuve par le corollaire par [10, Corollaire 2.8] comme dans la preuve de

[10, Lemme 5.2]. O
Lemme 2.29. — Soit n > 0 un entier, my C Rlp;’c[l/p} un idéal mazimal dont on note Ly le
corps résiduel. Le L;|G]-module ‘Ké\/mgﬂ est de longueur finie.
Démonstration. — On note
. I . . A
RY :=RPS, R:=RT[1], T, =¢5/mp".

Par [12, Corollary 1.6] il suffit de montrer que Il ,, est résiduellement de longueur finie. Soit
iy, = RT Nmy, et n,,, C R I'idéal engendré par fi,, et wy. Alors, il suffit de montrer que

T = Ig’Jr/ux,n est de longueur finie. D’apres [10], Proposition 2.2] on a

)

(2.10) I = (P§ ® ¢ Home(Pg, (1)),

ou Plg’ =P, PS et Eé := End(Pg) ou P, est 'enveloppe projective de 7" (définie dans
[22, §2], cf. aussi n°[3.2.1] ) et ( - )V := Homg( - ,L/OL) est le dual de Pontryagin. Mais d’apres
[24, Corollary 6.7], P3/ngn = m ol m est un Of[G]-module de longueur finie, la formule
donne, par compacité et projectivité de Plg :

Tam = (1" ®pt Homg (I Jwp, 7))V,

Donc il reste & montrer que Homg(IM /o, m) est de kr-dimension finie. L’injection [N+ <
ind% Zst;r (cf. 1D combinée a la réciprocité de Frobenius donne une injection

Homg((IA’+/wL), T) < HomKZ(Sti/wL,w) = HomKZ(stj\r/wL, TI'Kl)

)

ot la derniere égalité est vérifibe car Ky := ker(K — GLy(F,)) agit trivialement sur st} /oy,
Mais comme 7 est admissible, 75! est de dimension finie et comme st;\r /wr, est aussi de di-
mension finie, on en déduit que Homg (1 At Jwr, ™) est de dimension finie, ce qui termine la
preuve. ]

2.4.3. La famille universelle. — Soit Ban%G la catégorie abélienne des L-représentations de
Banach unitaires de G, de caractére central (, contenant un réseau dont la réduction modulo
wy, est dans B. Notons
X := Spec R%S’Q [%}, Xgp = Spec Ry.
On pose Up = {L£L € LU {oc} | I} € Ban%AG}. Alors, de fagon équivalente £ € Up si et
seulement si VE)‘ a pour réduction pg.
Soit x € Xgp, on note m, C RZ\; I'idéal maximal associé et L, = RZ\; /my.

Lemme 2.30. — Pour n > 0 un entier, pour tout x € Xgp, il existe L(x) € Ug tel que
A A 1\ ~ 7TA
G5 Opy (Rp/my ™) 21z,

A A ~ 1/ A A ~ 1/
o8 ®R) (Rjg/m ") = Viwmn PB Oy (R /my™) = Vite)n:
En particulier, Uapplication x — L(x) définit une bijection Xsp(@p) = Ul)s‘\'

Démonstration. — Notons

. A 1 . )\ . A
Loy = R/, Tlopn =65 ®py Lo, Vo = 05 Op) Lo

Par construction, Stl)\alg est dense dans Il , et d’apres |2.29} II, ,, est de longueur finie sur L,

donc par [22, Theorem 1.11], le bloc de BanéG correspondant a II,, contient une unique
représentation de la forme HZ\:(;(;) pour un certain L(z) € Ué‘, puisque cette représentation

correspond a V,C)\(x) qui est absolument irréductible. Ainsi, par la propositionw I, , = Hz(x) n

(I’entier n provient du fait que II, ,, est annulé par m”?*1). Comme Ve = V(I 5,) par définition

onaV,, ="V et d’aprés [22, Theorem 1.11] V(IL, o) & pp ®py,, Lo dont on déduit le

(),n

dernier isomorphisme. Finalement l'injectivité de x — L(x) provient de l'injectivité de £ — VL’\.
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O
On obtient alors I’équivalent de [10, Théoreme 5.4].
Proposition 2.31. — 1. Le Rg—module pg est localement libre de rang 2.
2. Le L-schéma Xs;, est lisse, réduit et purement de dimension 1.
3. Ona deth pg = Rg AL
Démonstration. — La preuve est verbatim la méme que celle de [10, Théoreme 5.4] (sauf le

troisieme point), dont on rappelle les ingrédients principaux. On note
A A+ by
R=Rp, p"=pg . p=rs

et py le complété du localisé de p en z € Xgp.

D’apres le lemme Pz est libre de rang 2 sur L, [T,] et Endg(@p Pz = L [T,] ce qui donne
une injection R — [, Ly[T,]. Ceci montre que R est réduit.

Ensuite, comme p est de type fini par le lemme [2.28, et p, est libre de rang 2, on obtient que
p est localement libre de rang 2 sur R. Finalement, ceci implique que ’anneau local complété
de Ren z est Ry, & L, [T%:], ce qui prouve que Xg, est lisse purement de dimension 1.

Pour le dernier point, notons N = detg p qui est un R-module localement libre de rang 1 et
Nt :=detgr+ pT. On sait que Nt est de type fini sur RT et N*/wy, = dety, pg. Par le lemme
de Nakayama, N est engendré par un élément et donc N est engendré par un élément. Comme
N est localement libre de rang 1 et engendré par un élément il est libre de rang 1 sur R. Or,
N ®p L, = L.t on en déduit que N = R;\g St

O

2.4.4. L’ouvert analytique Z/{é‘. — On montre maintenant que Ug‘ est ’ensemble des points
classiques d’un ouvert analytique de ]P’lL’an.
Proposition 2.32. — L’application x — L(x) est la restriction aux points classiques d’une
application analytique f: ng — PlL’an. De plus, [ est une immersion ouverte, c’est-a-dire que
Ué‘ est l’ensemble des points classiques d’un ouvert analytique leg C ]P)i’an.

On commence par un lemme plus général, qui est une conséquence de [2].

Lemme 2.33. — Soit At une Op-algébre locale compléte noethérienne (topologiquement) de

type fini, posons A = Aﬂ%] et supposons que A est un anneau de Dedekind. Soit V une A-

représentation (continue) de “,, telle que

o V est libre de rang 2,

o detyV = A-e, ou Yy, agit sur ey par un caractere x: 9g, — L™, en particulier, deta V est
libre de rang 1 sur A,

e pour tout idéal maximal m,; C A, dont on note L, le corps résiduel, V, .=V ®4 L, est
spéciale a poids de Hodge-Tate \ i.e. V, = V[?\(CC) pour L(x) € PY(L,).
Alors :

1. Dar(V) 2 A®p Dgr = Aeyg @ Aeq, en particulier, Dar (V) est libre de rang 2 sur A,

2. Gr_),D4r (V) est localement libre de rang 1 sur A,

3. il existe une application analytique f: (SpecA)*" — Pi’an telle que f(z) = L(x) sur les points
fermés.

Démonstration. — Notons que si les deux premiers points sont vérifiés, on définit I’application
f du dernier point par (Dgr ®1 A) = Dgr(V) — Gr_,Dgr(V).

Pour le premier point, on commence par montrer que Dggr (V') est localement libre de rang 2
sur A. Pour le second point, il suffit de montrer que Dy (V') est localement libre puisque

DHT<V) = @ GI‘iDdR(V) = GI‘,,\QDdR(V) D GI‘,,\IDdR(V).
€L
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On peut écrire A comme limite projective de L-algebres affinoides A = l'mi A;. On considere
Vi =V ®aA,;, et pour tout i € Non a Dgr(V) = Jim, Dir(V;) (resp. Dt (V) = Jim, Dur(Vi))
d’apres [21 Lemma 4.4] (resp. |21, Lemma 3.5]) puisque Dgr (Vi) = Dgr(V) ®4 A; (resp.
Dyut(V;) 2 Dur(V) ®4 A;).

D’apres [2, Théoreme 5.3.2], Dgr(V;) est un A;-module localement libre de rang 2 et d’apres
[2,, Théoreme 5.1.4], Dy (V;) est un A;-module localement libre de rang 2. Mais comme

Dyt (Vi) = Gr_),Dar(Vi) @ Gr_x,Dgr(V3),

on en déduit que Gr_,,Dgr(V') est localement libre de rang 1, ce qui prouve le second point.

Pour conclure la preuve du premier point, comme A est un anneau de Dedekind, par la classifi-
cation des modules projectifs sur les anneaux de Dedekind, il suffit de montrer que det 4 Dgr (V')
est libre de rang 1. On a

det AD4r(V) = Dar(detaV) = (Bar®q, A - ex) % = A ®g, Dar(Q, - ey),

ou la premiere égalité provient du fait que Dggr est un foncteur monoidal. Ceci finit de prouver
le premier point.

Finalement, pour x € SpA; un point classique, comme Dgr(V;), = Dgr(V,) d’apres [2]
Théoreme 5.3.2], on a f(x) = L(x) ce qui finit de prouver le dernier point. O

Remarque 2.34. — Le dernier point du lemme peut s’énoncer un peu différemment.
On peut construire sur PlL’an un Op1,an [4p,]-module universel VX tel que V) = V) ol z est vu
L

comme un élément de P*(L,). Alors on a V = f*VA,

On peut maintenant conclure la preuve de la proposition [2.32
Démonstration. — Comme RIA; = RZ\;’JF[%] ol RZ\;’JF est un anneau local complet noethérien, les
hypotheses du lemme[2.33]sont satisfaites par la proposition [2.31]donc on obtient une application
[ X&) — Pl et il s’agit de montrer que c’est une immersion ouverte. On va montrer que f
est étale et injective sur tous les points avant de conclure en utilisant qu’un morphisme étale et
injectif sur les points est une immersion ouverte (cf. . [18, Lemme 1.14]).

Commencons par montrer que f est étale. D’apres le lemme [2.30] on sait que f est formel-
lement étale aux points classique, donc f est formellement étale puisque la condition d’étre
formellement étale est une condition ouverte. De plus, Rg et Pi’an sont de présentation finie
donc f est de présentation finie. Ainsi, f est étale.

D’apres le lemme f est injective sur les points classiques, il suffit de montrer que f est
injective sur les C-points pour C' une extension de @, complete et algébriquement close. Soit
T, Ty = Rg, — C. Si f(x1) = f(x2) ceci signifie que 1 et x5 définissent la méme filtration sur
Dyr ®1, C, i.e. la méme suite exacte

0— Gr,)\l (DdR Qr, C) — (DdR KL C) — GI‘,)Q(DdR KL C) — 0.
Par la théorie de Sen, on en déduit des isomorphismes canoniques

PB Oy C = Groy (Dar @1 C) (M) @ Groy, (Dar ®1, C)(A2) = pi Oy o, C-

Comme Pi\s est la famille universelle sur Rg on en déduit que x; = x3. Ceci conclut la preuve
de la proposition. O

Remarque 2.35. — La preuve de la liberté de DdR(pg) utilisant le fait que Rg soit un anneau
de Dedekind semble artificielle. Il est possible que pour R un anneau de Kisin plus général (disons
pour les représentations de ¥ de dimension n de type cuspidal ou spécial a poids de Hodge-
Tate fixés), le Dgg de la famille universelle soit libre et qu’on puisse en déduire une application
de (Spec R)?" vers une variété de drapeau (partielle) qui soit une immersion ouverte, du moins
lorsque M est cuspidal (cf. [27]).
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2.5. Fin de la preuve et corollaires

On obtient finalement le théoréme suivant :

Théoréme 2.36. — 1. On a Rl/\g &~ O(Z/lg) qui est donc un produit fini d’anneaux principaut.
2. Le Rg—module pg est libre de rang 2.

3. On a Ry =Tp, i.e. Ry = End;%3.

4. On a un isomorphisme de Ry[%g,]-modules o = p.

Démonstration. — Dans la propositionon a montré que X & = Z/lg ce qui montre le premier
point et c’est donc un produit d’anneaux principaux parce que Rg est noethérien. Le second
point est alors une conséquence de la proposition [2.31}

Pour le troisieme point, la preuve est exactement la méme que celle de [10, Corollaire 5.6],
que l'on rappelle brievement. On a une inclusion immédiate Ri\s — Endg%g, I’autre inclusion
revient a considérer a € Endg%é\ et montrer que V(a) € Endg(@p pf‘g est une homothétie en
utilisant que s’en est une modulo m, pour tout € Xg,. Ceci donne V(a) € Rg et on conclut
en remarquant que V(a — V(a)) = 0.

Par [11], Lemme 5.12] le dernier point est une conséquence immédiate du premier point et du

lemme [2.30) O
2.5.1. Universalité de Pi\s' — En suivant mot pour mot la preuve de [10, Théoréme 5.8] on

obtient le corollaire suivant :

Corollaire 2.37. — Soit E une L-algébre commutative de dimension d et p: 9y, — GL2(F)
a pour réduction ﬁ%d, est de déterminant x, semi-stable a poids de Hodge-Tate A et Dg(p) =

Sp(|A|) ®, E. Alors il existe un morphisme Ry — E tel que p=E ®p) pg.

Remarque 2.38. — Notons qu’a cause du cas exceptionnel, la réciproque du corollaire est
fausse, i.e. 'équivalent de [10], Corollaire 5.7] est faux dans le cas spécial. En effet, si oo € Up
alors le quotient de Ri‘; — L correspondant a £ = oo fournit une représentation dont le Dy
n’est pas Sp(|A]). Le corollaire reste vrai si I'on suppose co ¢ Ué‘, on obtient alors le corollaire
suivant :

Corollaire 2.39. — Soit E un quotient de R;\g de degré fini sur L, alors E ®Rg pg est une

E-représentation de %y, de réduction ﬁg[E: L], semi-stable a poids de Hodge-Tate \. De plus,

si 0o & Up alors Dy (E DRy p3) = E ®r Sp(|A)).

3. Factorisation de la cohomologie étale du systéeme local

Soit A € Py, M € ®N, et B un bloc de TorsSaG. Si M est spécial supposons que w(A) > 1,
on renvoie a la remarque pour la convention si M est spécial et w(\) = 1. On commence
par définir le Rz\;vM[G]—module II(pp ) comme dans [IT), Définition 5.14].

Définition 3.1. — Soit Pz/\s’% un RZ\;’L—réseau “g,-stable dans le Rg y-dual de pg, - Le dual
de Pontryagin de pg’?w est de la forme hgll Vi ol les V; sont des représentations de 4, de rang
2 sur des quotients de R;‘;L. On définit

(pg ) = LH ) ®o,, L

Pour tout idéal maximal m, C Rg a on a donc

I, = T(p,)' = Lo ®py | (o 1)
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SiAe Pet M e ®Ny on définit
niv(M) = min{n € N | G c Stab(JLy,)},

ot1 'on rappelle que G € Gt est le noyau de la norme réduite. L’entier niv(M) est bien défini
puisque JLj; est une L-représentation lisse de dimension finie et G est un groupe compact.
Pour n > 0 un entier on note ®Ny* C ® N, le sous-ensemble des M € ®N), tels que niv(M) < n
(notons que ®N' est un ensemble fini). Dans toute cette section, on fixe n > 0 un entier, et
on choisit L une extension finie de Q, toutes les extensions quadratiques de Q, et telle que
tous les JLj; pour M € ®N soient définis sur L. Le but consiste a démontrer le résultat de
factorisation, i.e. le théoréme suivant :

Théoréme 3.2. — On a un isomorphisme de L[G]-modules topologiques :

Hi("Mg s symV(1) = B D (EB (o) ©py , PBar Ory Rg,M) @1 Iy
AePy MEDPN] \ B ’ ’

Remarque 3.3. —

e Comme annoncé précédemment, pour les facteurs associés a A € Py tels que w(\) = 1,
le théoreme est précisément [11] tordu par un caractére. Dans le cas ou M est spécial et
w(A) = 1 (¢f. quatrieme point de la remarque la convention pour B le bloc de la steinberg
est H(Pz)%,M) = St ® (¢, o det) ot St¥ est la steinberg continue & coefficients dans L.

e L’une des difficultés principales dans [11] est de démontrer des théoréemes de finitude (cf.
[11], Corollaire 0.12]) pour la cohomologie modulo p. Comme le systéme local modulo wp
se trivialise sur le premier revétement il n’est pas tres difficile, en utilisant la suite spectrale
d’Hochschild-Serre, de déduire ces théoréemes dans le cas des coefficients non triviaux (cf.

Soit A € P4 un poids que l'on fixe dans toute la suite. A fin d’alléger les notations, posons

Hy o= (im  lig  Hi ("M Vi(1)/p™)) @0, L.
m o K/Qp
[K:Qp]<oo

Par définition et d’apres [26], on a

Hgt(i’l\/%p; SymV(1)) = B Hip,
AePL

HL(PME ssymV(1) = @ @ H [M] o JLY,.
! APy MEBNP

Il suffit donc de montrer que pour M € ®N) on a un L[G x ¥, |-isomorphisme topologique

—

(3.1) H%p [M] = @(H(PZ\%M)/ ®ngM Pg,M ®ngM Ri\a,M)
B

En particulier, pour M = Sp(|A| — 2), on obtient :
Corollaire 3.4. — Soit A € P tel que w(\) > 1. Alors

1 . _ n A A PA
Hét(H@p 3 V/\(l)) - @ H(szp) ®R%,Sp pBysp ®Rg,Sp RBSP'
Comme (3.1]) est démontré si w(A) = 1, quitte & tordre par un caractére, on suppose que
w(A) > 1 dans toute la suite.
3.1. Rappels et compléments de [26]. — On définit
HY' = H(PMZ; Vi (1)) /torsion, Hp == HY' @0, L,

ou 'on sait que la torsion est finie (cf. |26, Proposition 10.9]).
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3.1.1. Entrelacement. — On a les théorémes suivants démontrés dans [26] :

Théoréme 3.5. — Soit I1 une L-représentation unitaire et absolument irréductible de G sur
un espace de Banach,

A A ST — T
Hova(H/’ Hé,) ~ VM,:Z ®L JLM SYiH—HM’:/, ME@NKL
0 st II n’est pas du type ci-dessus
3.1.2. Une inclusion
Pour ce numéro, on doit rentrer un peux dans le détail de [26]. Notons simplement X := Mg

et posons O" := Ox(X) ®q, L laquelle est une L-représentation de G x G. Pour k,m € Z on

définit O"{k,m} par O"{k,m} = O", en tant que L[G]-module topologique, et I'action de
g € G est définie pour f € O" par :

o= (2 0) €6 (@) = i) dento)" fla ).

ol 'on note 7: PMg  — pM%)p la projection naturelle et j(z,g) = (a — em(z)) € O le facteur

d’automorphie. L’action considérée a un sens puisque O™ est naturellement un O@%-module. Pour
A € P4, on pose
1|\

OF = O™{1 — w(\),1 - Ao} @1 |det], 2

Lemme 3.6. — Soit A € P, tel que w(X\) > 1, le L[G]-module OF n’a pas de vecteurs G-bornés,
i.e. (OM)E=P =0.
Démonstration. — Par [9, Remarque A.2], pour w(\) = 1, on a (OY) = L. On peut supposer

que A = (0,k + 1) avec k > 1, et quitte a tordre par un caractere. Soit f € O} une fonction
G-bornée, en agissant par le sous-groupe unipotent de G, on en déduit en particulier que

{f(z+b)}eq, C OX

est une partie bornée. Mais ceci implique que f est une fonction bornée sur X et donc, par [9,
Remarque A.2], f € L est une constante. Mais dans ce cas, par action de G

G—-b

ﬂ 7]{,
{lad) 7 a ¥}, yeqy € L.
est une partie bornée. Donc f = 0, ce qui conclut la preuve. O

Soit M € ®N,, on introduit quelques notations :

° H)\ — Hl

S6t.C pét(p %; V(1)), le premier groupe de cohomologie proétale de V (1),

1—w

e pour Z un L[G]-module, Z[M] := Homx(JLy @, Inrd|, 2, 2),
o XL(M) = (B &gy M)N=0=,

Proposition 3.7. — Soit A\ € Py tel que w(\) > 1 et M € ®N'. On a une inclusion de
L%y, x G]-modules topologiques

~ ==A
HE[M] = tM X (M[M])@r(LLy,)'

Démonstration. — On peut supposer A1 = 0 quitte & tordre par un caractére et poser w = As.
On commence par supposer M cuspidal. Alors, d’apres [26], Corollaire 11.11] on a une suite
exacte

0 — BaRq, OX[M] — Hy o[M] — XL (M)&L(LLy,) — 0,
ol By = B:{R /t*. On passe aux vecteurs G-bornés dans la suite exacte et comme

° ((’)Q[M})G’b = 0 par le lemme

. (H;‘étyc[M])G’b = H)A[M] par [26], Théoréme 10.1],
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—~ A
e ((LL})"¢~P = (LL},) par [I1, Lemme 5.3 b)],
on obtient I'inclusion voulue.
On suppose maintenant que M est spécial et, quitte a tordre par un caractere, on peut
supposer M = Sp(|\| — 2). Alors, d’apres |26, Corollaire 12.15] on a une suite exacte

0 — Q3 ® Wy — Hi [M] — B\&g, (St8") — Q &L (St{*¢) — .

ou

2w+l 2 w—1 ; B, ®o L
0(1) = L og,, (BE)7 7 Uhim Log, (877, @)= PA00E
A

Notons K := ker(B A@@p (Stlj\m)/ — Qi®r (Stlflg)/). Alors on obtient la suite exacte courte

0= Q% ®r Wy — H)y [M] = K — 0,

ou l'on passe aux vecteurs G-bornés. Or comme
° W/\G b= 0,
. (Hgét,C[M ])¢~P = H)A[M] par [26, Théoréme 10.1] comme précédemment,

o KG7P ey Ui(L)@ 12 par le lemme en prenant les vecteurs G-bornés dans la définition
de K,

on obtient une injection Hgét [M] = UN(L)®12* et comme Ui (L) C XL (M) on obtient l'in-

clusion voulue. O

3.1.3. Résultats de finitude. — D’apres [26], Proposition 10.12], on a la proposition suivante :

Proposition 3.8. — Soit K une extension finie de Qp, alors Helt(pM’}(; Vj/wD) est le dual
d’un Or[G]-module lisse de longueur finie.

Une preuve similaire par descente galoisienne donne la proposition suivante :
Proposition 3.9. — Soit m une kr-représentation lisse et admissible de G, alors
Hom, (' B("M2: V] /)
est un kg -espace vectoriel de dimension finie.

Démonstration. — Le corollaire [11], Corollaire 4.21] implique que pour tout kr-systéme local
(de rang fini) trivial 7', Homy,, jg(7’; HE(PM%; T)) est de dimension finie et comme VY /wp
est trivial sur PM¢ dés que n > 1, il suffit de montrer le résultat pour n = 0 ce que 'on fait par
la suite spectrale de Hochschild-Serre appliquée au cas n = 1. Fixons 7 un kr[G]-module lisse
et pour X un kz[G]-module, notons provisoirement X [r'] := Homy, (¢)(7"; X). Notons

H = HY(PM; VE(1)/@p), T = Hy("ME; Vi (1)/wp).

Comme on I'a rappelé, H[r'] est de dimension finie. Comme PM{ — PMY est un recouvrement
étale de groupe de Galois F = ]FqXQ, la suite spectrale de Hochschild-Serre donne une suite exacte

0 — H'(F,H) » H — H"

Premitrement, justifions que H(F, H)[x'] = 0. Comme laction de G et G commutent, on a
HY(F,H)[n'] = H(F, H[x']). Mais comme H[r'] est un kr-espace vectoriel de dimension finie et
que [ est un groupe fini d’ordre premier & p, H'(F, H[7']) = 0. On obtient une inclusion

H[r'] < H*[7]
Or, HF est un sous-kr, [G]-module de H et donc on obtient une application injective
H[r'] < H[x'].

Comme H[7'] est de dimension finie, ceci termine la preuve. O
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3.1.4. Vecteurs presque lisses. — Soit VT une Op-représentation de “0,- Rappelons quon dit

que z € V7T est presque lisse si pour tout entier k > 1, la classe de  modulo p* est fixe
par un sous-groupe ouvert de ¥g,. Les vecteurs presque lisses de VT forment une sous-Ojp-
représentation de V.

Proposition 3.10. — L’application naturelle

A+ A+
q, — HC

est injective et identifie H%+ aux vecteurs presque lisses de H)C"+ sous l'action de 9, .
P

Démonstration. — Soit k > 1 un entier, et K/Q, une extension finie. Comme on a supposé que

w(N) > LonaHY (PMP2, VY /wh) = 0 des que k > 2n. Donc la suite spectrale d’'Hochschild-Serre

donne

H3 ("M, VY o) 2 Hg ("M, VS /wlh) 7

En passant a la limite projective sur k, on obtient le résultat. O

En particulier, comme les Vz\)ﬁ o ont des réseau ¥, -stable dont tous les vecteurs sont presque
lisses on déduit du théoreme (3.5 le corollaire suivant :

Corollaire 3.11. — Soit 11 une L-représentation unitaire et irréductible de G sur un espace
de Banach, alors

Vﬁ’,g@LJL?/[ siH:Hﬁ/l’g et niv(M) <n

Hom(Il', HY ) . ,
Qp 0 si I n’est pas du type ci-dessus

Corollaire 3.12. —

1. H%Jr est sans p-torsion, p-adiquement complet et p-saturé dans Héﬁ.
P

2. Pour tout entier k > 1, Hi’+/pk est une Op-représentation lisse de 9, .

P

3. Pour tout entier k > 1 et toute extension finie K/Qp, le Or[G]-module (H%+/pk)gK est lisse
P

de longueur finie.

Démonstration. — Les deux premiers points sont des conséquences de et du fait que Hé:+
est p-adiquement complet et sans p-torsion.

Pour le dernier point, on se ramene au cas k = 1 par un dévissage immédiat. La preuve se
fait comme [11, Proposition 5.19], on la rappelle briévement. Notons

A : ) . g
Y= (Y /)7, 7= HY (M V(1) /)™

On a une injection continue ¢: Y < Z, (G-équivariante, définie comme composée des
morphismesY — (H’C\JJr/p)%( — Z donnée par les points précédents. Par la proposition
il suffit de montrer que ¢ est un homéomorphisme sur son image. Or, Z étant profini,
Y est séparé. Soit H C G un sous-groupe ouvert compact. Alors Y et Z sont naturellement
des Or[H]-modules et ¢ est Op[H]-linéaire. De plus, Z est un Op[H]-module de type fini et
donc Y aussi (comme Ofr[H] est noethérien). Or, Y est séparé, sa topologie est définie par
sa topologie naturelle de Oy [H]-module de type fini. En particulier, Y est profini et ¢ est un
isomorphisme sur son image. O
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3.2. Décomposition en blocs

3.2.1. Rappels sur la théorie des blocs. — Soit (: Q) — O7 un caractére unitaire. On rappelle

que I’on note Tors G (resp. Tors® G) la catégorie abélienne des O [G]-modules lisses de longueur
finie (et de caracteére central (). Rappelons que pour 7 un O [G]-module lisse, on définit son
dual de Pontryagin par

= Homo, (7, L/OL),

ol 'on consideére les applications continues et 7" est muni de I'action contragrédiente de G.
Pour 7 € Tors© G on note P& — 7V I'enveloppe projective de 7 (cf. [19] §I1.5] et [22]
§2]) ; c’est un O [G]-module compact. Pour B un bloc de Tors®) G’ posons

Py =@ PY, EY =Enda(RY), 2y =2z(EY),
TeB

ou Z(E ES )) désigne le centre de E(C)

Proposition 3.13. — On a une décomposition

Tors) G = H Torsg) G.

De plus, pourII € Tors(©) G, on a

1T = EB (P @ o ma(),
ot m )(HV) Homg(PK(; ) 11v).

Lemme 8.14. — Soit m; C Ry ,,[1/p] un idéal mazimal; notons L, son corps résiduel,

(= C])\‘4 et rappelons que Il = I1(p,) est la L,-représentation de Banach unitaire associée a
la spécialisation de la représentation universelle au point x. Alors,

I, = Pg ©p,s m(IT)
ot l'on rappelle que mp(11)) = Homeg(Pg,I1,).
Démonstration. — Notons

R*" =RYCCR:=Rp,, L=L, E=FEj E,=FE®glL

Soit I} C II, un Op, -réseau stable et pour k > 0 un entier, 7y, := II} /o’ . Alors ), € Torsg G
et d’apres la proposition [3.13] on a

T = (Pg @p mp(my))"

En passant a la limite projective sur k£, comme

1'&17@/ = @HomoL(ﬂ,wgkOL/OL) = HOmOLQiLnTFk, Or),
k k k

ce qui vaut pour toute famille projective 7, de Op[G]-modules tels que 71 /w]’-i = T}, on
obtient, en prenant le Oy-dual continu

(I)" = Ps ®p mp((IL;)’)

on inverse p pour obtenir le résultat. O
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3.2.2. Décomposition au niveau entier. — On commence par démontrer une décomposition au
niveau entier, posons mg « = Homg(Pg, %Jr)

’ P
Proposition 3.15. — On a un isomorphisme naturel de L[G]-modules topologiques

M~ TN
H@+ o~ |:PB ®E8 ng’éti| .
P

ot le complété a droite est le complété p-adique.

Démonstration. — La preuve est strictement la méme que celle de [11, Proposition 5.21];
rappelons-en les points principaux. Notons X = %+ et pour K/Q, une extension finie
P

Xipx = (X/p¥)?x. D’apres la proposition Xi i est le dual d'un Of[G]-module lisse de
longueur finie. On peut donc appliquer la décomposition en blocs de la proposition [3.13|au dual
de X kK 1.€.

Xk = @(PB Qp; mp(X k).
B

En passant & la limite inductive sur les extensions finies K/Q,, puisque mg(X/p¥) =
li%m K mp (X}, i) car Pg est compact et les X}, i sont profinis, on obtient, par le corollaire

X/pk = @(PB QEg mB(X/pk»-
B

Comme X = lim, X/p* d’apres le corollaire il reste & montrer mp(X/p*) = mp(X)/p*. La
suite de la preuve de [11] Proposition 5.21] démontre essentiellement le lemme suivant
Lemme 3.16. — Soit X un Or[G]|-module topologique tel que

e X est sans p-torsion et p-adiquement complet,

e X/p est la réunion de Or-modules de longueur finie.

Alors, pour tout k > 1 on a un isomorphisme mp(X/pF) = mp(X)/p".

Dans notre cas ce lemme s’applique puisque le premier point est vérifié par le corollaire [3.12
et le second point par la proposition O

Posons
s +
my; . = Homo, (my 4, OL),

le dual continu topologique de m'g & C'est un Op-module compact sans p-torsion muni d’une
action de Zp.

Proposition 3.17. — Le Zg-module rh;gét est de type fini.

Démonstration. — La preuve se fait exactement comme pour le [11], Théoreme 5.22] en utilisant
la proposition [3.9] rappelons la brievement. Soit m C Zp l'idéal maximal. Par le lemme de
Nakayama (topologique) et la dualité, il suffit de montrer que (m'g’ét Jwr)[m] est de dimension
finie sur kr. On a une injection

mEét/WL[m] — Homg(Pp @z, kL,Hét( PMg; Vi(1)/@p)).

Mais comme, d’apres [24, corollaire 6.7], Pg ®z, kr, est le dual d’'une L-représentation lisse et
admissible de GG, on conclut la preuve de la proposition par la proposition |3.9 O
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3.2.3. Eg’M est une algébre d’Azumaya. — Posons

E)\ — E<1>QI ® R)\
B,M — *~B RPS’CJ)\\/I B,M -
B

A
Dans ce numéro, on démontre que Eg s est une Rfi w-algebre d’Azumaya. Notons que EéM n’est
pas une algébre d’Azumaya et que le résultat tient car les représentations apparaissant dans
I’anneau de Kisin sont absolument irréductibles. Pour démontrer ce résultat on doit raisonner
bloc par bloc. Rappelons que (sous I’hypothese que p > 3), les blocs absolus B de Tors G sont
de la forme
(i) B ={m} ou 7 est une kp-représentation supersinguliere de G,
(ii) B = {Ind%x1 ® xow ', Ind%xa @ x1w ™1} ot X1, x2: Q) — kj sont des caracteres lisses tels
que x1x5 " # 1,0t
(iii) B = {Ind%x @ xw™'} ot x: Qp — K est un caractere lisse,
(iv) B = {nodet,Sp® (nodet), (Indfw @w™') @ (nodet)} ou 7: Q) — kj est un caractere lisse
et Sp := Sto, ®o, k1, est la Steinberg lisse a coefficients dans k..

Proposition 3.18. — Soit m, C Rl)’;’7M un idéal mazrimal dont on note L, le corps résiduel.
Posons B, = Eg’M ®R§,M L, alors si B est de type
(i) By =L,
(ii) Ex = M2(Lx)y
(iii) E, = Ms(Ly,),
(Z"U) E, = M3(Lx)'
En particulier, Eg,M est une RgvM—algébre d’Azumaya.

Démonstration. — Comme annoncé on raisonne bloc par bloc. Soit
. C?v\l + . C?CI . A
E=Ep", RT"=RY', Ry=Rpy

On note v := R N[, m, lidéal de réductibilité ou I'intersection est prise sur tous les idéaux
maximaux de RT[1/p] tels que la représentation p, soit réductible. Comme pour m, C Ry, px
est irréductible, I'image de tout élément non nul de v dans L, n’est pas nulle.

Si B est de type (i) alors par [22] Theorem 1.5], E = R donc E, & L,.

Si B est de type (i) alors par [22] Corollary B.20], v = (¢) est principal et par [22] Corollary
B.27], E. = My(R}) et donc E, = My(L,).

Si B est de type (iii) c’est exactement 1’énoncé de [22] Corollary 9.28] (combiné a [22] Lemme
9.21] donnant la condition sur < (uv — vu)(uv — vu)* >puisque p, est absolument irréductible.

Si B est de type (iv), 'énoncé n’est pas n’apparait pas tel quel dans [22] §10] mais on peut
le déduire des résultats de cette section.

Quitte a tordre par un caractere on peut supposer que 1 = 1, posons

T = Indgw Quw™t, m:=S8p, m:=1g¢.

Pour i = 1,2,3 on pose P I’enveloppe projective de 7, P! = P'®p+ L, et pour j = 1,2,3,
E%) = Homg(P*, P’), By’ = E% ®p+ L;(on change légérement les notations par rapport a
[22] §10]). Comme les P? sont compacts et projectifs on a Ey? = Homg (P!, PY) et pour ¢ € E%J
on note ¢, € Ey’ I'élément associé. Alors, E = (E™)1<; j<3 et By = (E3”)1<; j<3. On veut donc
montrer que pour tous les entiers 7,5 = 1,2, 3, Ey) = L,.

Pour i = j le [22, Corollary 10.78] donne E% = R* donc E¥ = L, pour i = 1,2,3. On
a des idéaux a’* C E¥ (cf. [22] Corollary 10.79] et avant le Lemme 10.74 pour la définition)
tels que a’ = v d’apres [22, Lemma 10.80] par I'isomorphisme E% =2 R* ci-dessus. Ainsi
0l = a" @pt Ly 2 L, . Le [22, Lemma 10.74] donne 3! € E'3 et 12 € E?! tels que :
o (237) = ¢Po: EM S BB — EB >,
o (238) = ¢'%0: E#2 5 FY — EX >,
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o (240) = ER =gl — E2~],,
o (241) = FE¥ =3 — E3l~[,,
o (242) = E2? g3 — ER [,
Il reste & montrer que E? = L,. Or, E?3 est engendré sur R par deux éléments (cf. [22 ])
32 == 3l op!? et un autre élément B (cf. [22, Lemma 10.75]). On sait d’aprés les deux premiers
points ci-dessus (correspondant & (237) et (238)) que ¢®? est un isomorphisme et donc il reste
4 montrer qu’il existe une constante u € L, telle que 3, = ug>2.

D’apres [22, Lemma 10.92] il existe ¢,d € RT tels que ¢ = dp32. Mais d’apres [22) Corollary
10.94], ¢, d € t. Ainsi ¢ et d sont des constantes non nulles modulo m, et 8, = up>2 ot u € L,
est défini par uc =d mod m,.

12

O

Le corollaire suivant est alors immédiat :

Corollaire 3.19. — Soit I le corps des fractions d’un facteur de RgM. Alors EE\iM Ry, F

est une algébre semi-simple sur F.

Corollaire 3.20. — Soit m, C R;}M un idéal mazimal dont on note L, le corps résiduel,
A

notons Rt = ngM, alors

Px Qp+ L, = H;: QL mB(H;)*.
De plus, mg(IT),) est un L,-espace vectoriel de dimension fini.
Démonstration. — Notons

A A
E:=Egp, R =R E,=E®p Ly, P»=Ps®p+ La.
Par le lemme 314 on a
(3.2) H; = P Qg mB(H;) = P, ®g, mB(Hg).
Notons que comme cet isomorphisme est un isomorphisme de Ey-modules I/, 2 II' @, E,. De
plus, mg(II}) est un L -espace vectoriel de dimension finie par [24, Corollary 6.7] car ¢’est un
R*-module de type fini. Comme mpg(IT,) est un E,-module absolument irréductible par [22]
Corollary 1.19], on a
mp(I,) ®p, mp(Il,)" = E,.
11 suffit alors d’appliquer ® g, mp(Il,)* pour obtenir le résultat, soit
U

3.2.4. Structure de mp¢;, comme Rgs—module. — Dans ce dernier numéro on finit la preuve du
théoréme [3.2] On commence par un lemme :
Lemme 3.21. — Soit V,W deux EgvM[ng]—modules localement libres et de type fini sur R;\S,M'
Supposons que pour tout idéal mazximal m, C R;‘g?M, dont on note L, le corps résiduel, on a un
isomorphisme 9, -équivariant
V ®Rl>§,]\/[ Lx = W ®Rg,]\l LCC;

et V @pr Ly est irréductible, alors V= W.

B,M

Démonstration. — Comme Rg a est un produit d’anneaux principaux, il suffit de se ramener
a I'un de ses facteurs, que 'on note R par un projecteur. Soit F' le corps des fractions de R,
notons

A . . —
Ep = EB,M ®R2,M R, Er =FEr®grF, Vp .—V@Rg,M F, Wpg .—W@Rg,M F.
Les traces de V' et W coincident car leurs spécialisations en tout idéal maximal de R coincident

(comme il y a une infinité d’idéaux premiers). De plus, Vr et Wr sont des Er[%p,]-modules
irréductibles, sinon il existerait un ouvert U C Spec R tel que la spécialisation de V et W
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en les idéaux maximaux de U seraient réductibles. Comme Er est une algebre semi-simple
d’apres le corollaire |3.19| et par le théoréeme de Brauer-Nesbitt, on obtient un isomorphisme
Vr = Wr de Er[%g,]-modules. En recopiant la preuve de [1T, Lemme 5.12] on en déduit un
isomorphisme V' = W de R[¥p,]-modules, mais par construction, cet isomorphisme étendu a
F redonne l'isomorphisme précédent Vp = Wpr qui commute a 'action de Ep, on en déduit
que l'isomorphisme V =2 W commute a 'action de Ep et donc que c’est un isomorphisme de
ER[%q,]-modules. O

Notons
mp ¢, = Homg(Pg, H ) ®o, L

Remarquons que puisque Pg est compact on a mg’et mB - On a de plus

m?i,ét = @ ml)%,M ®r JL, mg,M = HomeG(PB ®o, JL, H%p)
Me®Ny

On achéve maintenant la démonstration du théoreme Notons que le centre de G agit par
le caracteére (7, sur H}@ [M], le centre de G agit par le caractere inverse ¢ = (C3,)~! (cf. [11
D

Remarque 5.23, (ii)]) ce qui fait de my ,, un RY“[1/p]-module par le théoreme
Théoréme 3.22. — Soit A € Py et M € ®Ny'.

A
S, . .
1. L’anneau R% Chr agit sur mgyM au travers de son quotient joM.

A
2. On a un isomorphisme de EgM (%0, ]-modules

A

A~ by
my 5 = m(T(p )’ DR P8, DRy, BB.M
ot R;‘S’M est le L-dual continu de Ri\s,M’
Démonstration. — La preuve se fait exactement comme pour la preuve de [11], Théoréme 5.24],

donc on rappelle les éléments principaux.

A
Pour le premier point, notons I := ker(RZS7CM[1 /p] — Ri‘i ), on veut montrer que I annule
A
mg’ - Comme p > 3, on peut utiliser le théoreme et considérer J := IN ZéM . En vertu de la

proposition il suffit de montrer que J tue Homg (Pg, (Iji;/‘,)’ ). Soit Y le complété p-adique
d’un Op-réseau G-stable de LLﬁ/[. Par compacité de Pg il suffit alors de montrer que pour tout
n > 1, J annule
Home(Pg, (Y/p"Y))

On a un morphisme naturel d’image dense Y — Yz ou Yz est le complété B-adique du réseau fixé
de LL}, ce qui induit une injection Homg (Pg, (Y5/p"Y5)') < Homeg(Pgs, (Y/p"Y)'). Il reste en-
suite & montrer que cette injection est un isomorphisme et que J annule Homg (Pg, (Yg/p"Yg)') ;
la preuve est verbatim la méme que la preuve du premier point de [11, Théoréme 5.24].

A
Pour le second point on pose X = Spm(RZS’CM[l/p]) et X3, = Spm(RgM) et soit my C
A
RgS’CM [1/p] 'idéal maximal d’un point 2z € X dont on note L, le corps résiduel. On commence

par calculer (mz\i ) [mg]

A
e si x ¢ X3, alors les images des éléments non nuls de m, par Rlp;’CM [1/p] — Ry, sont
inversibles et comme (mg’ ) est un Rg, y-module, (mf‘i ) [mg] =0,

e d’apres le corollaire [3.20[ on a
(m3 ) [m] = Homeg(Ps ®p+ Ly, Hy ) = Homg(IT; @, mp(IT;), H%p) = mp(Il;) L po-

En résumé on a

Y . Jms(Il) ®r, po stz € Xjy,
. m =
(mB,et[ ])[ CU] {0 six ¢ X])\\4_
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Notons que (mp [M])[m,] est le L,-dual continu de Ii’lg’ v /M. On calcule le L-dual continu

A ~
de ng,M = méM (TX(pp.0,)) @R pi‘iM ®R Rl)’;’,M pour obtenir

N G A by A
ngMm = Hong,M(mBM(H(pB,M)/) ® PB,M> RB,M)-
Ainsi ng pr/m,; = Homyp, (mg(11}) @1, pz, Ly) = ﬁlg’M/mm. Or par la proposition comme
s (A
rhg, A est un RZ?’CM [1/p]-module par 'isomorphisme du théoreme [2.3/on en déduit que c’est un
R;\3 a-module de type fini. On est donc dans la situation du lemme

la preuve. ]

qui permet de conclure
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